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1. Consideramos un tridngulo ABC
rectangulo en B, tal que su cateto AB
esta apoyado en el eje de abscisas. El
tridngulo es tal que al girarlo dos veces
un angulo A con respecto al vértice A,
como se observa en la figura, la hipote-
nusa cae sobre el eje de abscisas. Con-
sidera la construccion del punto N que
se observa en la figura y calcula numé-
ricamente la razon entre los segmentos
B'C'y AN. Calcula también el cocien-
te entre las areas de la figura estrellada
(toda la figura coloreada) y del hexa-
gono interior (en color oscuro).

Solucién: Tomamos el punto A como origen de coordenadas y la longitud del segmento
AB como unidad de longitud. De este modo tenemos (identificando los puntos con sus
coordenadas) A = (0,0), B = (1,0). Las condiciones del problema nos dicen que el &ngulo
en A es de 60°, luego C' = (1,/3). Notemos que la longitud de AC es 2, y la de B'C es
1.

Ahora es fécil calcular las coordenadas de varios puntos: B’ = (3, ?), C' = (—-1,V3),
C" = (=2,0).

La recta que une B’ y C tiene como ecuacion
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Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones obtenemos las coordenadas del

punto N = (%, %) Asi, la longitud del segmento AN es %\/1 + 27 = %
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Por tanto el cociente entre las longitudes de los segmentos B’C' y AN es -



El area de la figura estrellada es 6 veces el area del triangulo ABC', mientras que el
area del hexdgono es 6 veces el area del tridngulo equildtero de lado % Como el area de

un triangulo equilatero de lado [ es %l (?l) = %lz, obtenemos
area estrella ? 7
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2. Sea n un numero mayor o igual que 3. Consideramos n ntimeros enteros positivos
(no necesariamente distintos) dispuestos en un circulo formando un corro. Decimos que
tres nimeros son vecinos en el corro si se encuentran en tres posiciones consecutivas sin
otros nimeros en medio. Dado un corro de este tipo formado con n ntmeros, decimos
que es un n-corro si el producto de tres vecinos cualesquiera es siempre n. Determina
razonadamente el niimero de enteros n entre 3 y 2022 para los que existe un n-corro.

Soluciéon: Fijamos un punto del corro y llamamos aq, as, ..., a, a los nimeros del corro
recorridos en sentido horario. La condicién de ser n-corro es:
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(*) 10203 = A9A304 = (30405 = *** = Up_20p10n = Uy 1001 = ApG1a3 = N.

De la primera igualdad obtenemos a; = a4 y, andlogamente, a1 = a4 = a7y = - - -.
De la segunda igualdad obtenemos as = as y, andlogamente, ay = a5 =ag = - - -.
De la tercera igualdad obtenemos a3 = ag y, andlogamente, a3 = ag = ag = - - - .

Si n es multiplo de 3, entonces podemos construir facilmente un n-corro con ntimeros
1,1,n,1,1,n,1,1,n,...
Entre 3 y 2022 hay 20% = 674 miultiplos de 3.

Si n es un multiplo de 3 mas 1: n = 3k + 1, entonces a1 = a4 = -+ = agry1 (= an),
y a3 = ag = - -+ = ag. Las dltimas igualdades en (*) nos dan agraspsr161 = aspy1a1a9 =
aiazaz = n. Esto es, aza? = alay = ayaza3 = n, que nos dan a; = ay = a3 y n = a;. Por
tanto, n ha de ser un cubo perfecto, y todos los niimeros del corro tienen que ser iguales
a la raiz cubica de n.

Un razonamiento analogo nos dice que pasa lo mismo si n es de la forma 3k + 2. Asi
pues, ademas de los enteros n que son multiplos de 3, solamente existen n-corros para
los enteros n que son cubos perfectos no miltiplos de 3. Como 122 < 2022 < 132, a los
multiplos de 3 hay que afiadir lo siguientes 7 valores de n: 23,43, 5%, 73,83 103, 113.

Por tanto, el nimero pedido es 674 + 7 = 681.



