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Problema 1. Demostrar que un nimero es divisible por 3 si y sélo si la suma de sus cifras es

divisible por 3.

Solucion. Sea m un nimero natural. Lo expresamos en base 10 como
n=rg+r-10+ry- 10>+ ... + 7y - 10%,

es decir, ry es la cifra de las unidades, 71 la de las decenas, 75 la de las centenas, etc. Como

10 = (mod 3) para todo ¢ = 0,1,2, ..., tenemos que
ro+71-104+79-10°4+ - =rg+r  + 72+ --- (mod 3),

es decir, el numero n es congruente a la suma de sus cifras médulo 3. Como “ser divisible por
3” es lo mismo que “ser congruente con 0 médulo 3”7, obtenemos que n es divisible por 3 cuando

la suma de sus cifras es divisible por 3. O
Problema 2. Sea n un nimero impar no divisible por 3. Probar que n? — 1 es divisible por 24.

Solucion. Como 24 = 3-8 y med(3,8) = 1, “ser divisible por 24” es lo mismo que “ser divisible
por 37 y “ser divisible por 8”. Veamos entonces que n? — 1 es divisible por 3 y por 8.

Como n no es divisible por 3, n =1 (mod 3) o n =2 (mod 3). En ambos casos
n?—1=m-1)(n+1)=0 (mod 3).

Es decir, n? — 1 es divisible por 3. Veamos ahora que n? — 1 es divisible por 8. Sean m,k € Z
tales que n =8m + k, con 0 < k < 7. Como n es impar, tenemos que k € {1,3,5,7}. Notar que

entonces k? = 1 (mod 8), y en consecuencia
n?—1=k*—-1=0 (mod 8),

como queriamos probar. O
Problema 3. Demostrar que 2222%55% 4 55552222 es miiltiplo de 7.

Solucion. Notar que 2222 = 3 (mod 7) y 5555 = 4 (mod 7). Por tanto,
22225555 + 55552222 = 35555 + 42222 (mod 7)

Por el pequeno teorema de Fermat (o simplemente haciendo cuentas),

3%=1(mod7) y 4°=1 (mod 7).



Como 2222 =2 (mod 6) y 5555 = 5 (mod 6), tenemos que
35955 4 42222 = 35 1 42 =542 =0 (mod 7).

Por tanto 22225%%% + 55552222 = () (mod 7), como queriamos probar. O
Problema 4. Probar que existen infinitos primos de la forma 4k — 1, con k € N.

Solucion. Primero notemos que existe al menos un primo p congruente con 3 médulo 4: el propio
p = 3. Supongamos que solo hubiese un niimero finito de primos congruentes con 3 moddulo
4, digamos p1,...,pr. Sea P := p1---pi el producto de todos ellos. Tenemos que 4P — 1 =
3 (mod 4). Si todos los divisores primos de 4P — 1 son congruentes con 1 médulo 4, entonces
4P — 1 seria congruente con 1 mddulo 4. Luego algtin divisor primo de 4P — 1 tiene que ser
congruentes con 3 médulo 4. Por otro lado, med(4P — 1,p;) = 1 para todo i € {1,...,k}. En

consecuencia, tiene que existir otro primo congruente con 3 médulo 4; contradiccion. ]

Problema 5. Demostrar que si en un triangulo rectdngulo las longitudes de sus tres lados son

nimeros naturales entonces el producto de ellas es multiplo de 60.

Demostracion. Sean a,b,c € Z lados de un triangulo rectangulo, siendo ¢ la hipotenusa. Por el
teorema de Pitagoras,
a’ 4+ =2 ()

Veamos que abc es multiplo de 60. Esto equivale a probar que abc es miltiplo de 3, 4 y 5.

e abc es multiplo de 3.
Notar que para cualquier n € Z, si n = 0 (mod 3) entonces n? = 0 (mod 3), mientras que
sin =1 (mod 3) o bien n = 2 (mod 3) entonces n? = 1 (mod 3). Por tanto, viendo la
ecuacion modulo 3 deducimos que alguno de los tres lados tiene que ser multiplo de 3.

Por tanto abc es multiplo de 3.

e abc es multiplo de 4.

Por , alguno de los tres lados es par. Supongamos primero que c es par. Entonces

a? +b* =0 (mod 4). (%)

Notar que, dado n € Z, si n es par entonces n?> = 0 (mod 4) mientras que si n es impar

entonces n? = 1 (mod 4). Luego, por , o bien a es par o bien b es par; en ambos casos

abc es multiplo de 4.

Supongamos ahora que a es par. (Por simetria en a y b, el argumento es andlogo si b es
par.) Si b o ¢ son pares, entonces ya tentemos que abc es multiplo de 4. Supongamos que
by c son impares. Notar que esto implica que b> = ¢ = 1 (mod 8). Luego, viendo la
ecuacion médulo 8 tenemos que a? = 0 méd 8, lo cual equivale a que a sea multiplo

de 4. Por tanto, en ese caso también tenemos que abc es multiplo de 4.



e abc es multiplo de 5.

Notar que, dado n € Z, si n = 0 (mod 5) entonces n? = 0 (mod 5), si n = 1 (mod 5) o

2 —

n = 4 (mod 5) entonces n (mod 5), y sin =2 (mod 5) o n = 3 (mod 5) entonces

n? = 4 (mod 5). Por tanto, viendo la ecuacién moédulo 5 deducimos que alguno de
los lados a, b o ¢ tiene que ser congruente con 0 médulo 5 (el resto de combinaciones

contradicen ) Luego abc es multiplo de 5, como queriamos probar.
Queda asi probado que abc es miltiplo de 60. O

Problema 6. Sea n un entero no negativo. Probar que 1™ + 2" + 3™ + 4™ 4 5™ 4 6" siempre es

divisible por algin niimero del conjunto {3, 5, 13}.

Demostracion. Para cada n > 0, sea
f(n):=1"4+2" 43" +4" + 5" +6".
Notar que f(0) = 6 es multiplo de 3. Supongamos que n > 1. Observemos que

_ o o _ 1 si n es par
f)=1+(-)"+0+14+(-1)"+0= (mod 3).
0 si n es impar

Luego si n es impar se cumple el enunciado. Supongamos entonces que n es par, digamos n = 2m.

Notar que

0 si m es par
FEmM) =1+ (—1)"+ ()" +1+0+1= P (mod 5).
1 si m es impar

Luego si m es par se cumple el enunciado. Supongamos entonces que m es impar, digamos
m = 2k + 1. Por tanto n = 2m = 2(2k + 1) = 4k + 2. Notar que

fdk+2) =1+4-3"4+9-3*+3.9* —1-3.9" =0 (mod 13),

luego en este caso también queda probado el enunciado. O
Problema 7. Hallar todos los primos p y ¢ tales que p+q = (p — q)3.

Solucion. Los Gnicos primos son p=5y g = 3.
Como (p — q)® = p+ ¢ > 0, tiene que ser p > ¢. En particular, p y ¢ son primos entre si.

Como p — ¢ = 2p (mod p + ¢), tomando médulo p + ¢ en la ecuacién dada tenemos que
8p® =0 (mod p + q).
Como p y ¢ son primos entre si, también lo son p y p + q. Luego
8 =0 (mod p + q);

es decir, p 4+ ¢ divide a 8. Por tanto, el tinico caso posible es p =5y g = 3. ]



