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Resumen

Este articulo amplia la informacién contenida en el capitulo 7 de la obra de
Evan Chen «FEuclidean Geometry in Mathematical Olympiads», acerca del uso de
coordenadas baricéntricas como recurso para resolver problemas de geometria. En
particular, se detalla la demostracion de las coordenadas baricéntricas de varios
puntos notables del tridngulo (incentro, excentro, punto simediano, ortocentro y
circuncentro) y se ofrecen las soluciones de todos los problemas del capitulo.

80 Notacion y convenciones

A lo largo de este articulo utilizaremos la notacién [ XY Z] para el area con signo del
tridngulo XY Z. Esto quiere decir que el drea [XY Z] es positiva si los vértices X, Y, Z
estan dispuestos en sentido contrario a las agujas del reloj, y negativa en caso contrario.
Fijamos un triangulo de referencia ABC cuyos lados BC';, CA y AB tienen longitudes
a, b, ¢, respectivamente. Asignamos a cada punto P del plano una terna ordenada de
nimeros reales P = (z,y, z) cumpliendo

ﬁ:xff—i—yg%—zé y z+y+z=1

Las anteriores se denominan coordenadas baricéntricas del punto P respecto al triangu-
lo ABC. Observar que, en esta notacién, las coordenadas de los vértices del triangulo
ABC resultan A = (1,0,0), B = (0,1,0) y C = (0,0,1). Las coordenadas baricéntricas
se llaman también coordenadas de area debido a que, dado un punto P, se tiene

 [[PBC) [PCA] [PAB]
F= ([ABC]’[BCA]’[CAB])'

En ocasiones, las coordenadas baricéntricas nos permiten trabajar con expresiones ho-
mogéneas. En vista de lo anterior, utilizaremos la notaciéon de coordenadas baricéntri-
cas no homogéneas (z : y : z) como abreviatura, de modo que

T Y z
(x:y:z)= : :
rt+y+zr+yt+z rt+y+z

con x+y+ 2z # 0. Dicho de otra forma: para todo nimero real k& # 0, los puntos (z : y : 2)
y (kx : ky : kz) se consideran idénticos, siendo (x :y: z) = (z,y,2) stz +y+ 2z = L.
Por tltimo, definimos la notacion de Conway mediante los simbolos
P+ A +a® -0 a?+ v —c?
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§1 Definiciones y primeros teoremas

Teorema 1 (Férmula del area baricéntrica). Sean Py, P2, P; puntos con coordenadas
baricéntricas P; = (x;,y;, z;) parai =1, 2, 3. Entonces el drea con signo de APy Py Py estd
dada por el determinante

[P1P2P3] r1 Y1 z

W: To Y2 Z2f.
I3 Y3 Zz3

Teorema 2 (Ecuaciéon de una recta). La ecuacion de una recta estd dada por la
expresion ux + vy +wz = 0, donde u, v, w son numeros reales. Los valores u, v y w son
unicos salvo factor de escala.

Demostracion. La idea principal es que tres puntos son colineales si y solo si el area
con signo del «tridngulo» que forman es cero. Supongamos que queremos caracterizar los
puntos P = (z,y,z) que yacen sobre una recta XY, donde el punto X = (z1,y1,21) e
Y = (x2,y9, 22). Utilizando la férmula del drea anterior con [PXY] = 0, hallamos que
esto ocurre precisamente cuando

0= (y122 — 4221) T + (2172 — 2201) Y + (V192 — T211) 2,
es decir, 0 = ux + vy + wz para ciertas constantes u, v, w. ]

En particular, la ecuaciéon de la recta AB es sencillamente z = 0, lo que se sigue de
sustituir (1,0,0) y (0,1,0) en uz + vy + wz = 0. Las ecuaciones de las rectas BC'y C' A
son r = 0 e y = 0, respectivamente.

Teorema 3 (Cevianas baricéntricas). Sea P = (x; : y; : 21) un punto cualquiera dis-
tinto de A. Entonces, los puntos sobre la recta AP (distintos de A) pueden parametrizarse
como

(t:ylzzl)
dondet € R yt+y, + 2, #0.

§2 Puntos notables del triangulo

En el cuadro 1 se dan en forma explicita las coordenadas de distintos puntos notables
del tridngulo de referencia ABC'. Notar que las coordenadas de estos puntos estan dadas
en forma no homogénea. A continuacion se detalla la demostracion de estos resultados.

2.1. Coordenadas del incentro

Para ver que I = (a : b : ¢) basta tener en cuenta que las dreas de los tridngulos I BC,
IC'A, IAB son proporcionales a ra, b y rc, respectivamente, donde r denota el radio
de la circunferencia inscrita (ver figura 2A). Asi, obtenemos

I=(ra:rb:rc)=(a:b:c).

A partir de este resultado puede deducirse también el teorema de la bisectriz. En efecto,
la bisectriz de A tiene como ecuaciones homogéneas (t : b : ¢) con t € R, de modo que



Punto Coordenadas Idea de la demostracién

Baricentro G=(1:1:1) Trivial

Incentro I'=(a:b:c) Definicién por dreas
Excentro Iy=(—a: b c) etc. Definicién por dreas
Punto simediano K = (a? : b : ¢?) Conjugados isogonales
Ortocentro H= (tanA tan B : tan C) Definicién por areas
Circuncentro O = (sen2A :sen2B :sen2C) Definicién por areas

Cuadro 1. Coordenadas baricéntricas de los puntos notables de un tridngulo.

su punto de corte D = (0,d,1 — d) con el lado BC' tiene coordenadas no homogéneas
(0:b:c). Asi,
DB 1-d c AB DB

DC~ d b AC _ DC

A

B ¢ > C

A

Figura 2A. Coordenadas baricéntricas del incentro 1.

2.2. Coordenadas de los excentros

En el caso de los excentros I4, Ig e I¢, utilizamos de nuevo la definicion por areas.
Para ello necesitamos calcular [I4BC|, [[4CA], [[4AB]. Denotando mediante r, el radio
de la circunferencia A-excrita (ver figura 2B) y teniendo en cuenta la convencién sobre el
signo de las areas involucradas, obtenemos

In=(—ary:bry:cry)=(—a:b:c).

Las coordenadas para Ig = (a: —b:c) e Ic = (a:b: —c) se deducen andlogamente.

2.3. Coordenadas del punto simediano

Pasamos ahora a demostrar la expresion de las coordenadas del punto simediano K.
Vamos a probar de modo mas general que, dado un punto P = (z : y : z), las coordenadas
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Iy

Figura 2B. Coordenadas baricéntricas del excentro [4.

de su conjugado isogonal P* vienen dadas por

P*:(a—2:ﬁzc—2>.
r Yy z

Lo anterior puede deducirse a partir de la féormula dada por el | teorema 4.22&?&0@
isogonales) que aparece en [1], pdg. 64. Sean D y F puntos sobre BC' tales que AD y AE
son isogonales. Entonces

DC EC ~ \AC (1)

Sea P* = (z* : y* : z*). Denotamos mediante D = (0,d,1 —d) y E = (0,e,1 — ¢)
las coordenadas homogéneas de los puntos sobre BC' que determinan las cevianas AP y
AP*. Por la ecuacién (1) se tiene

BD BE <A3)2

z z¢ 1-d 1—e BD BE ¢
y v+ d e DC EC b

Deducimos por tanto la relacion
2 2 2
T

bQ:y z oy

de donde se sigue el resultado. Con esto, teniendo en cuenta que el punto simediano
K se define como el conjugado isogonal del baricentro G = (1 : 1 : 1), obtenemos las
coordenadas K = (a® : b? : ¢?).

2.4. Coordenadas del ortocentro

Para hallar las coordenadas del ortocentro H calcularemos el area del triangulo H BC,
sabiendo que sus angulos correspondientes son

/CBH =90°-C, /ZBHC =180°—-A, ZHCB =90°—- B.
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La férmula es la dada por el teorema 5.3 (férmulas del drea) en [1], pag. 77.

a?sen(90° — C') sen(90° — B) _ a®cosC cos B

[HBC] = 2sen(180° — A) ~ 2send
A
E
F
B - > C
D

Figura 2C. Coordenadas baricéntricas del ortocentro H.

Con lo anterior, el cociente entre las dreas resulta

(HBC] _ =g8%? 1 tag A
[ABC] azsgze%nc tag BtagC'  tag A+ tag B + tagC’

Observar que la ultima igualdad se sigue por la relacién
tag A + tag B +tagC = tag A - tag B - tag C,

que es valida para angulos A, B, C' cumpliendo A + B + C' = 180°. Los demas cocientes
entre areas pueden calcularse andlogamente, de modo que resulta

. tag A tag B tag C' . . .
H= (tag A+tag B+tag C’ tag A+tag B+tagC’ tag A+tag B+tagC | (tag A: tag B tag C)
Ahora, teniendo en cuenta los teoremas del seno v del coseno, obtenemos
) y b
sen A £ abc 1
tag A = = 2L

cosA Pt?-a®  92R S,°
%

C

Por tanto, podemos escribir

b 1 b 1 b 1
H:(tagA:tagB:tagC):<ac L 3 , 3¢ >

2RS4 2R Sp 2R Sc

1 1 1
= (S_A : S_B : S_c) = (SBSc : ScSa : SaSk).

2.5. Coordenadas del circuncentro
Las coordenadas baricéntricas del circuncentro O surgen de calcular las areas de los

triangulos OBC, OCA 'y OAB, aplicando el teorema del angulo inscrito. Asi, si R denota
el radio de la circunferencia circunscrita, se tiene

1 1 1
[OBC| = 3 R*sen2A, [OCA] = 5 R?sen2B, [OAB]= 3 R? sen 2C.



AN

Figura 2D. Coordenadas baricéntricas del circuncentro O.

Por tanto, las coordenadas resultan

2 2 2
0= (% sen2A : R? sen 2B : R? seHZC’) = (sen2A : sen2B : sen 2C).

Para relacionar las anteriores expresiones trigonométricas con los simbolos de Conway,
basta aplicar de nuevo los teoremas del seno y del coseno, obteniendo

a Sa
sen24 =2senAcos A= — - —.

R be
Con esto, podemos escribir

Oz(senQA:senQB:senZC’):(%-%:;-@;;.S_Z)
c ca a

= (&ZSAibQSBSC2SC).

Ejemplo 4. Halla las coordenadas baricéntricas de la interseccion de la bisectriz interior
de A y la simediana que pasa por B.

Solucion. Sabemos que la bisectriz interior de A tiene coordenadas (¢ : b: ¢) con t € R.
Por otro lado, la simediana que pasa por B tiene coordenadas (a® : s : ¢?) con s € R.
Si denotamos mediante P = (z : y : z) el punto de interseccién buscado, se tienen las
relaciones

y:z=b:c vy x:2=ad:c

Por tanto, podemos escribir

Problemas para esta seccion

Problema 5. Halla las coordenadas del punto medio de AB.



Solucion. Es facil deducir que el punto medio M tiene coordenadas M = (%, %, ) O

Problema 6. Sea P = (z : y : z) un punto con z,y, z # 0. Demuestra que su conjugado

isotéomico esta dado por
Pl = l : 1 : 1 .
x Yy z

Solucion. Recordamos que, si P es el punto de corte definido por las cevianas AD, BE,
CF, entonces su conjugado isotémico P! es el punto definido por la interseccién de las
cevianas AD', BE', CF’, donde D', E' y F’ son los simétricos de D, E, F respecto a los
puntos medios de los lados BC', CA y AB. Es facil comprobar la existencia del punto P?
usando el teorema de Ceva.

En la notacién de coordenadas baricéntricas, si P = (z : y : z), entonces el punto D
tiene coordenadas D = (¢t : y : z) con t € R, mientras que el punto D’ tiene coordenadas
D'=(s:z:y)cons € R. Asi, el punto P* = (z': ¢ : 2*) verifica

— zt:ytg
z

De este modo, podemos escribir

1 1 1
Pt:(tg:t:tg>:<g:1:g>: —i=:i=). O
yw Yy yz T e Yz

Problema 7. Halla las coordenadas baricéntricas del punto de interseccién entre la si-
mediana que pasa por A y la mediana que pasa por B.

Solucién. La simediana que pasa por A tiene coordenadas baricéntricas (¢ : b% : ¢?) con
t € R, mientras que la mediana que pasa por B tiene coordenadas (1:s: 1) con s € R.
Sea P = (z :y: z) el punto buscado, entonces se tiene

yiz=0:cy x:z2=1.

Con esto, concluimos

b? b? 2 .72, 2
Pz(z:z-;:z)z(l:;:l)z(c:b:c). O

§3 Colinealidad, concurrencia y puntos en el infinito

El teorema 1 puede aplicarse para demostrar que tres puntos son colineales. Concre-
tamente, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 8 (Colinealidad). Consideramos los puntos Py, Pa, Py con P; = (x; = y; : %)
para i =1, 2, 3. Los tres puntos son colineales si y sélo si

I o 2
0= T2 Yz Z2f.
T3 Ys Zz3

Lo anterior puede reformularse del siguiente modo, mas ttil.



Proposicién 9. La recta que pasa por dos puntos P = (x1 :y1 : 21) y Q = (2 : Y2 : 29)
estda dada precisamente por la formula

r Yy z
0=z y1 21].
T2 Y2 Z2

Lo anterior se usa habitualmente junto con el teorema 3 para intersecar una ceviana
con una recta arbitraria que pasa por dos puntos.

Hay un criterio parecido en caso de que tres rectas sean concurrentes. Sin embargo,
antes vamos a dar alguna observacién sobre puntos en el infinito. Anteriormente hemos

definido

x Y z
(x:y:2z)= ( ; ) )

rT+Yy+z r+yt+z r+yt+z

sixz+y+ 2 #0. ;Qué ocurre en caso de que x +y + z = 07
Consideramos dos rectas paralelas uix + vy + w1z = 0 ¥ usx + voy + wez = 0. Dado

que ambas son paralelas, sabemos que el sistema de ecuaciones

0=wz+vy+wz

0 = usT + vy + wo 2

l=2z+y+=z2

no admite soluciones (z,y, z). Eso solo es posible si

upy v wy
Uy Vg Wo| = 0.
1 1 1

iSin embargo, eso implica que el sistema de ecuaciones

0=wz+ vy + wiz

0 = us™ + voy + wo 2z

O=x+y+=z
tiene una solucién no trivial! (Reciprocamente, si las rectas no son paralelas, el determi-
nante es distinto de cero, y por tanto existe una unica solucién, que es (0,0,0).)

En vista de lo anterior, vamos a prolongar nuestras rectas «un poquito» anadiéndoles

un punto a cada una, un punto en el infinito. Es un punto (z : y : z) que cumple la
ecuacion de la recta y la condicion adicional x + y + z = 0. Con este anadido, dos rectas

cualesquiera se cortan; las rectas que antes eran paralelas se corresponden ahora con rectas
que se cortan en puntos en el infinito.

Ejemplo 10. Halla el punto en el infinito que yace sobre la bisectriz del dngulo A.

Solucidn. Se trata del punto (—b —c: b : ¢), ya que yace sobre dicha bisectriz y ademds
cumple que la suma de sus coordenadas es cero. O]

Teorema 11 (Concurrencia). Consideramos tres rectas
o ur + vy +wiz=0

cont=1, 2, 3. Son concurrentes o todas paralelas si y solo si

Uy V1 W
0= Ug Vg W2 .
Uz Uz W3
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84 Vectores de desplazamiento

Para deducir la férmula de la distancia entre dos puntos, y por tanto la ecuacién de
la circunferencia y la férmula para la distancia entre dos rectas, es necesario introducir la
nocion de vector de desplazamiento.

El vector de desplazamiento entre dos puntos (normalizados) P = (p1,ps,ps) ¥y

Q = (q1,42,q3) se define como fﬁ = (@1 — p1,q2 — P2,q3 — p3). Observar que, dado
que p1 + po+p3 =1y g1 + ¢ + q3 = 1, la suma de las coordenadas de un vector de
desplazamiento da siempre 0 como resultado.

A lo largo de esta seccion asumiremos en ocasiones que hemos efectuado una traslacion
de tal modo que identifiquemos el circuncentro O con el vector nulo 0. Dado que las
coordenadas del punto P vienen dadas por P=zA+ yé +2C con +y+ 2z =1, efectuar
esta traslacién no las modifica. Explicitamente, se tiene

ﬁ—ézx([f—é)—i—y(é—(j)—i—z(é—(j).

En vista de lo anterior, hay que recordar siempre que es importante usar coordenadas
normalizadas al hacer calculos con vectores de desplazamiento. A continuacién enunciamos
la férmula de la distancia entre dos puntos.

Teorema 12 (Férmula de la distancia). Dados dos puntos cualesquiera P y Q, con-

sideramos el vector de desplazamiento ]@ = (z,y,2). Entonces, la distancia entre P y Q
estd dada por
|PQ|* = —a*yz — b*zx — c*ay.

Como consecuencia, podemos deducir la ecuacién de la circunferencia.

Teorema 13 (Circunferencia baricéntrica). La ecuacion general de una circunferen-
cla es
—a*yz — b’z — ay + (ur + vy +wz)(r +y+2) =0

con u, v, w numeros reales.

Aunque la ecuacion de la circunferencia en coordenadas baricéntricas pueda parecer
complicada a primera vista, cabe mencionar que se simplifica notablemente si esta cir-
cunferencia pasa por los vértices o los lados del tridngulo de referencia. Por ejemplo, si
la circunferencia pasa por A = (1,0,0), entonces todos los términos a?yz, b*zz, c*zy se
anulan y deducimos u = 0.

Una consecuencia de esto es que, siempre que trates de resolver un problema que
involucre circunferencias circunscritas usando coordenadas baricéntricas, debes esforzarte
por determinar el sistema de coordenadas de forma que los puntos de la circunferencia
sean puntos de los lados o, todavia mejor, los vértices del triangulo de referencia.

Damos por ultimo un criterio para determinar cuando son perpendiculares dos vectores
de desplazamiento.

R
Teorema 14 (Perpendiculares baricéntricas). Sean MN = (x1,y1,21) y ]?Cﬁ =
(22, Y2, 22) dos vectores de desplazamiento. Entonces MN L PQ si y solo si

0 = a*(z192 + y122) + b* (2120 + 2172) + A (Y179 + T112).

Este teorema es especialmente 1til cuando uno de los vectores de desplazamiento es
un lado del tridngulo.



Problemas para esta seccion

Lema 15 (Circunferencia circunscrita baricéntrica). La circunferencia circunscrita
(ABC) del tridngulo de referencia tiene ecuacion

a’yz + b*zx + oy = 0.

Demostracion. Basta sustituir las coordenadas A = (1,0,0), B = (0,1,0) y C = (0,0,1)
en la ecuacion general de la circunferencia para deducir v = v = w = 0. El resultado se
sigue inmediatamente. O

Problema 16. Consideramos el vector de desplazamiento P@ = (1,y1, 21). Demuestra
que PQ L BC siy solo si

0=a*(z1 — 1) + 21( — b?).

Solucion. Sustituimos el vector de desplazamiento B? = (0,—1,1) en la ecuacién dada
por el teorema 14 para obtener:

0 =a*(—z + 1) + b*r, — *xy
0=a*(z1 — y1) + z1(c = b?),
lo que demuestra el resultado. O
Lema 17 (Mediatriz baricéntrica). La mediatriz de BC' tiene ecuacion
0=a*(z—y)+z(c® = V).

Demostracion. Basta notar que la mediatriz queda determinada por un vector director

perpendicular a BC' y por el hecho de que contiene al punto M = (O, %, %) De modo mas
—

especifico, sea P = (z,y, z) un punto de la mediatriz. Entonces PM = (z,y — %, z— %) y

.
se cumple PM L B? . Aplicamos el teorema 14 para deducir

como queriamos demostrar. O

8§85 Un ejemplo de la lista corta de la IMO

Ejemplo 18 (Lista corta 2011/G6). Sea ABC' un tridngulo con AB = AC y sea D el
punto medio de AC. La bisectriz de ZBAC corta a la circunferencia que pasa por D, By
C en el punto F, en el interior del triangulo ABC'. La recta BD corta a la circunferencia
que pasa por A, E'y B en dos puntos, B y F. Las rectas AF' y BE se cortan en un punto
I, y las rectas C'I y BD se cortan en un punto K. Demuestra que [ es el incentro del
triangulo K AB.

10



8§86 Notacion de Conway
Damos a continuaciéon algunos resultados que permiten trabajar més facilmente con
la notacion de Conway. Recordamos que esta se define como

SA:bQ—l—c;—aQ7 SBZCQ—l—a;—bQ’ SC:a2+b22—02

Ademas, vamos a definir la abreviatura Sgc = SpSc, etcétera. A pesar de su apariencia,

estos simbolos cumplen varias identidades interesantes. Por ejemplo, es sencillo comprobar
que Sg + Sc = a®. A continuacién mostramos algunas menos obvias.

Proposicién 19 (Identidades de Conway). Denotamos mediante S el doble del drea
del tridngulo ABC'. Entonces

S? = Sag + Ssc + Sca
= SBC—FCLQSA

= % (GQSA + bQSB + 0250)

= (bc)* — S2.

En particular
CLQSA + bQSB - CQSC = QSAB.

De modo mas general, si S denota el doble del area del triangulo ABC', definimos
Sp =S cotf.

Aqui el angulo estd dirigido médulo 180°. En el caso particular § = ZA se tiene la féormula
Sa = % (b? 4 ¢* — a?). Con esta notacién tenemos también el siguiente resultado.

Teorema 20 (Férmula de Conway). Sea P un punto arbitrario. Si 5 = £LPBC y
v = ABCP, entonces
P = (—CL2ZSC+S,YZSB+S[3).

87 Vectores de desplazamiento (continuacién)

El siguiente lema introduce la potencia de un punto en coordenadas baricéntricas.

Lema 21 (Potencia de un punto baricéntrica). Sea w la circunferencia dada por
—a’yz — Vzx — Cay + (v +y + 2)(ux + vy + wz) = 0.
Sea P = (z,y, z) un punto cualquiera. Entonces
Pot,(P) = —a*yz — b*zx — Pxy + (z + y + 2) (ux + vy + wz).

Observar que, para usar esta férmula, las coordenadas P = (z,y,z) deben ser ho-
mogéneas. De lo contrario, la formula de la distancia no es vélida, y por tanto tampoco
este lema. Como consecuencia de este resultado se deduce la ecuacién del eje radical de
dos circunferencias.
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Lema 22 (Eje radical baricéntrico). Supongamos que se dan dos circunferencias no
concéntricas de ecuaciones

—a’yz — bzx — Py + (v +y + 2)(wz + vy + wiz) =0
—a*yz — b2z — Cay + (v + y + 2) (ue + voy + wez) = 0.
Entonces, su eje radical estd dado por
(up —ug)x + (v1 — v2)y + (wy — we)z = 0.

Damos por tltimo una versién mas fuerte del teorema 14. Observar que, en la demos-
tracion de este teorema, solamente se necesita que la suma de las coordenadas de uno de
los vectores de desplazamiento sea cero para simplificar la expresion resultante.

Teorema 23 (Perpendicularidad generalizada). Supongamos que M, N, P y Q) son
puntos con

m = x10—1>4+y10?+2107>'
@ = x20—1>4+y20?+220?

tales que, o bien x1+y1 +21 =0, 0 2+ yo + 20 = 0. Entonces, las rectas MN y PQ) son
perpendiculares si y solo si

0 = a*(21y2 + y122) + b* (2129 + 2172) + A (Y129 + T112).

Lo anterior es 1util cuando O o H aparecen al trazar perpendiculares. Por ejemplo,
obtenemos el siguiente corolario al hallar la recta perpendicular a AO que pasa por A.

Ejemplo 24. La tangente a (ABC') en A viene dada por
bz + c*y = 0.

Demostracion. Sea P = (x,y,z) un punto de la recta tangente y asociemos O con el
origen del sistema de coordenadas. El vector de desplazamiento AP resulta

ﬁ:(x—l,y,z):(m—l)ffjtyé%—zc_:.

Usamos ahora el vector
e

OA=A-0=14+0B+0C.
Al escribir (z1,y1,21) = (x — 1,y,2) y (22, ¥2, 22) = (1,0,0) se obtiene el resultado. [

8§8 Mas ejemplos

Ejemplo 25. Sea ABC un tridngulo y D un punto sobre BC. Denotamos mediante I; e
I5 los incentros de los tridngulos ABD y ACD, respectivamente. Las rectas Bl y C; se
cortan en K. Demuestra que K yace sobre AD si y solo si AD es la bisectriz de A.
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B- ' *C
D

Solucidn. Usamos coordenadas baricéntricas respecto a ABC'. Escribimos AD =d, CD =
p, BD = q. Sea (1 el punto de corte de la semirrecta DIy con AC'. Se tiene C; = (p: 0 : d)
y D =(0:p:q) por el teorema de la bisectriz. Asi, si I, = (a: b : t), entonces se tiene

d+b
—0 — =201
p

Qo3
oS O
QL

Esto implica
I, = (ap : bp : ad + bq)

y analogamente
I =(aq:ad+cp: cq),

de forma que las rectas Bl, y CI; se cortan en el punto
K = (apq : p(ad + cp) : q(ad + bq)).
Si este punto yace sobre AD, entonces

p _ plad+ cp)

g qlad+bq)’

Asi, obtenemos ¢p = bg, o bien p: ¢ = b : ¢, lo que implica que D es el pie de la bisectriz.
El reciproco es inmediato deshaciendo los pasos anteriores. O

Ejemplo 26 (USAMO 2008/2). Sea ABC un tridngulo acutangulo escaleno y sean M,
N y P los puntos medios de BC, CA y AB, respectivamente. Sean D y E los puntos de
corte de las mediatrices de AB y AC y la recta AM, respectivamente, y sea F' el punto
de corte de las rectas BD y CFE, en el interior del tridngulo ABC. Demuestra que los
puntos A, N, F'y P yacen todos en una circunferencia.

Solucién. Usamos coordenadas baricéntricas respecto de AABC. Asi, se tiene A = (1,0, 0),
B =(0,1,0) y C = (0,0,1). Por otra parte, los puntos medios de los lados resultan

M=(0:1:1, N=(1:0:1), P=(1:1:0).
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B ' *C

Por el lema 17, las mediatrices de AB y AC tienen ecuaciones
mag : *(y —z) + 2(b* — a*) = 0,
mac : b (z — 2) + y(a® — ¢*) = 0.

Calculamos las coordenadas del punto D como interseccién de las rectas AD y map. Dado
que D = (t:1:1), se tiene la ecuacién

A(l—t)+1-(b*—a®)=0.

Despejando t, resulta
a?—b b+ —a
2 c? '
Asi, D = (0 + 2 —a®: % : ). Andlogamente, E = (0* + ¢ — a® : b? : b?).
Vamos a calcular ahora las coordenadas del punto F' como interseccién de las rectas
CFE y BD. Para calcular la ecuacién de ambas rectas usamos la férmula del determinante:

t=1-—

x Yy oz
0 0 1/=0 — b —y(b* + & —a?) =0,
V+c—a® b b2
T Yy oz

0 0 1/=0 — vt — 2(0* + 2 —a?) = 0.
2+ —a?> 2 2

Despejando cada ecuacion obtenemos las relaciones
y b? z c?
: BPre-a ' 1 Ptc_a?
con lo que F' = (b* + 2 —a?: b* : ?).
Finalmente, vamos a comprobar que F pertenece a la circunferencia (APN). Sustitu-

yendo las coordenadas de los puntos A, Py N en la ecuacién general de la circunferencia,
2 2 , ., . .
obtenemos los valores u = 0, v =S y w = % Asi, la ecuacion de la circunferencia resulta

1
(APN) : —a*yz — b*zx — oy + 3 (02y + bzz) (r+y+2)=0.

14



Hacemos las cuentas tras sustituir las coordenadas de F' en la ecuacién:
1
—a?b*c — VA + ¢ —a®) — AP+ — a®)b* + 5(0262 + b2c?) (20 + 262 — a?) =
—a’b?c? — 2% — %t + 20263 + 204 + 202t — APhPP = 0.

Asi, F' yace sobre la circunferencia (APN), con lo que hemos terminado. O

89 Problemas

Lema 7.31. Sea ABC un tridngulo con altura AL y sea M el punto medio de AL. Si K
es el punto simediano del triangulo ABC', demuestra que KM biseca a BC.

A

[ 2 D ]
B 7 \ C

Demostracion. Utilizamos coordenadas baricéntricas sobre el triangulo ABC. Vamos a
calcular las coordenadas baricéntricas de M como intersecciéon de la recta AL y la recta
que pasa por los puntos medios de AB y AC.

La recta AL puede calcularse utilizando el lema 17. Su ecuacién resulta

0=a’(z—y) = (z+y)(c" = V).

Por otro lado, la recta E'F' tiene ecuacion general ux 4+ vy +wz = 0 y pasa por los puntos
E=(1:0:1)y F=(1:1:0). Asi, se cumplen las relaciones

u+w =0 y u+v=0.

De aqui se sigue v = w y v = —u. La ecuacion de la recta FF es x —y — 2z = 0. La
interseccion de las rectas surge de resolver el sistema de ecuaciones

{ (2 —y) — (z+y)( =) =0

r—y—2=0
por sustitucién. De este modo obtenemos

a*(z —y) = (z +y) (@~ ") =0,
(1 —a* =)y + (a* + b — )z =0,
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Con lo que se deduce

2 2 32
z_a+c—=b 2. 2, 12 2. 2, 2 2
— = = M=(2a":a"+b"—c":a"+c —0b*).
y a?+b—c? ( )
Observar que, utilizando la notacién de Conway, las coordenadas de M pueden rees-
cribirse como M = (a? : S¢ : Sp). Teniendo en cuenta que K = (a® : b? : ¢?), basta
comprobar que los puntos M, Ky D = (0:1:1) son colineales. Asi,

0 1 1 0 0 1

a’> So Sgl=la® vV®*—c* So|=0.
2 2 a2 B—2 2
Esto prueba que D yace sobre la recta M K, con lo que hemos terminado. O

Problema 7.32. Denotamos mediante I y G el incentro y el baricentro de un triangulo
ABC. Sea N el punto de Nagel, esto es, la interseccion de las cevianas que unen A con
el punto de contacto de la circunferencia A-excrita sobre BC, y andlogamente para B y
C. Demuestra que I, G, N son colineales y que NG = 2G1.

Solucion. Utilizamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC. Sean D, E
y F los puntos de contacto de la circunferencia A-excrita, B-excrita y C-excrita, respec-
tivamente. Recordamos que se tiene AB; = AC; = s, donde s denota el semiperimetro
de ABC'. De este modo se tiene

b —b
CD:CCFS_(,:M_;_@_H’

2 2

b b—
BD:BBlzs—CZ%“—CZ%C.

De lo anterior se sigue que D = (0:a —b+ ¢ :a+b— c). Andlogamente se prueba que
E=(-a+b+c:0:a+b—c)yF=(—a+b+c:a—>b+c:0).Siel punto de Nagel
tiene coordenadas N = (z : y : z), obtenemos las relaciones

—a+b+c y a—b+c

x
2 atb—c Y 2 a+b—c

16



Por tanto, N = (—a+b+c:a—b+c:a+b— c). Para comprobar que I, G, N son
colineales, basta ver que se anula el determinante formado por las coordenadas de estos
puntos. En efecto,

1 1 1 1 0 0
a b c = a b—a c—a
—a+b+c a—b+c a+b—c —a+b+c 2a—>b) 2(a—-c)
| b—a c—a
~12(a—b) 2(a—-c)

=2(b—a)(a—c)—2(a—"b)(c—a)=0.

Para demostrar la segunda parte, normalizamos las coordenadas de los puntos:

a b c —a+b+c a—b+c at+b—c

‘[: b ) ) N: b b *
a+b+c a+b+c a+b+ec a+b+c ' at+b+c at+b+tec

1

Teniendo en cuenta que G = (%, %, §), obtenemos los vectores

-C—]g 4a — 2b—2¢ —2a +4b—2¢ —2a — 2b+ 4c
N - 9 9 )
3a+b+c¢)” 3(a+b+c)  3la+b+c)

——[> 20 —b—c —a+2b—c —a—b+2c
Gl = : : :
3la+b+c) 3(a+b+c) 3(a+b+c)

De aqui se concluye que NG = 2G1, con lo que hemos terminado. O

Problema 7.33 (IMO 2014/4). Los puntos P y @ yacen sobre el lado BC' de un
triangulo acutangulo ABC' de forma que /PAB = /BCAy ZCAQ = ZABC. Sean M
y N los puntos sobre AP y AQ), respectivamente, tales que P es el punto medio de AM y
Q@ es el punto medio de AN. Demuestra que el punto de interseccion de BM y C'N yace
sobre la circunferencia circunscrita del triangulo ABC.
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Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC. Observar que,
por construccion, los tridngulos ABC'y PBA son semejantes. Asi, se tiene

BP 2
2T — pp=%
C a a

Anélogamente, los triangulos ABC y QAC' son semejantes, por lo que

2
CQ_b o ¥
b a a

Esto permite escribir las coordenadas de los puntos P y () como

2 b? b2
P=i-55) v e-(0@i-g).

Ahora, dado que P y @ son los puntos medios de AM y AN, se cumplen las relaciones
M =2P— Ay N =2@Q — A. Teniendo en cuenta que A = (1,0,0), obtenemos

2c? 2c? 2b2 2b2

a2
Las ecuaciones de las rectas BM y C'N resultan

2c? 2b2
a a

con lo que el punto de interseccién entre ambas, L, tiene coordenadas
L= (a2 : =27 —202) )

Para finalizar, basta comprobar que las coordenadas de L satisfacen la ecuacién de la
circunferencia circunscrita de ABC, esto es, a?yz + b*zx + cxy = 0. Asi,

a’yz + bzx + Pay = 4a’b*? — 2a*b*c* — 2a*h*c* = 0,
lo que demuestra el resultado. O

Problema 7.34 (EGMO 2013/1). El lado BC del tridngulo ABC' se prolonga por C'
hasta D, de modo que C'D = BC. El lado C'A se prolonga por A hasta F, de forma que
AFE = 2CA. Demuestra que, si AD = BE, entonces el tridngulo ABC' es rectangulo.

E
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Solucion. Utilizamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC'. Es sencillo
calcular las coordenadas baricéntricas de los puntos D = (0, —1,2) y E = (3,0, —2). Asi,
los vectores de desplazamiento correspondientes resultan

AD =(-1,-1,2) vy BE=(3,-1,-2).
Aplicamos la férmula de la distancia dada por el teorema 12 para obtener
|AD|? = —2a® — 2b* 4 ¢, |BE|? = 2a® — 6b* — 3¢
La condicién AD = BE implica, por tanto
—2a* = 2b* + ¢® = 2a® — 6b* — 3¢
4b° + 4¢% = 4a®
b+ = d?,

con lo que ABC debe ser rectangulo en A, y hemos terminado. O

Problema 7.35 (Lista corta ELMO 2013). En AABC, un punto D yace sobre la
recta BC. La circunferencia circunscrita de ABD corta a AC en F (distinto de A), y la
circunferencia circunscrita de ADC corta a AB en E (distinto de A). Demuestra que, a
medida que D varia, la circunferencia circunscrita de AEF pasa siempre por un punto
fijo distinto de A, y que ese punto yace sobre la mediana que va desde A hasta BC.

A

B D M C

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto de ABC'. Fijamos las coordenadas
baricéntricas del punto D como D = (0: d : d') con d+d' = 1. Calculamos en primer lugar
la ecuacién de la circunferencia (ABD). Dado que A y B yacen sobre dicha circunferencia,
se tiene ©u = 0 y v = 0. Ademas, sustituyendo las coordenadas del punto D, obtenemos

—a’yz — V?zx — Fry +wz(z +y+2) =0,
—a*dd +wd = 0.
Concluimos que w = a?d, con lo que la ecuacién resulta
a: —a’yz — bzx — oy +aldz(z +y +2) = 0.
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De forma analoga deducimos la ecuacién de (ACD):
B:—a*yz — bz — oy + a*dy(r +y+2) =0.

Calculamos ahora la interseccién de la circunferencia « con la recta AC, cuya ecuacién
es y = 0. De este modo, se tiene

—b?%r 4+ a’di(z + 2) = 0
—b*x + a’dr + a*dz = 0
a’dz = (b* — a*d)x
z_ b — a*d
T a?d
Asi, F = (a*d : 0 : V> — a*d). Un célculo andlogo da E = (a*d' : ¢ — a*d’ : 0). A

continuacién hallamos la ecuacién de la circunferencia (AEF); dado que A yace sobre
dicha circunferencia, v = 0. Sustituimos ahora las coordenadas de los puntos E y F"

—c*a*d (¢ — a*d) +v(c® — a*d)c* = 0,
—b*a*d(b* — a*d) + w(b* — a®d)b* = 0.
Cancelando términos y despejando, obtenemos v = a?d’ y w = a®d. Asi, deducimos
w:—a*yz — b2z — Fay + a*(d'y + dz)(x +y + 2) = 0.

En vista de la indicacién sobre el punto fijo P de la circunferencia w, vamos a escribir
P =(t:1:1)cont € R. Veamos si podemos hallar el valor de ¢ sustituyendo estas
coordenadas en la ecuacion anterior.

—a® = bt — Pt +ad*(t+2) =0,
t(b* +* —a?) = a?,
2

a

t= ————.
b? + 2 — a?

Dado que las coordenadas del punto P = (a? : 254 : 254) no dependen de d ni de d', se
sigue el resultado. Ademas, por definiciéon, el punto yace sobre la mediana que va desde
A hasta BC', como queriamos demostrar. O

Problema 7.36 (IMO 2012/1). Dado el tridngulo ABC, el punto J es el centro de la
circunferencia excrita opuesta al vértice A. Esta circunferencia excrita es tangente al lado
BC en M,y alas rectas ABy AC en K y L, respectivamente. Las rectas LM y BJ se
cortan en F, y las rectas KM y CJ se cortan en G. Sea S el punto de corte de las rectas
AF y BC, y sea T el punto de corte de las rectas AG y BC. Demuestra que M es el
punto medio de ST

Solucion. Utilizamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC'. Ya conoce-
mos las coordenadas de los puntos J = (—a:b:c)y M =(0:a—b+c:a+b—c), por
lo que vamos a calcular las de los puntos restantes. Sabemos que

1 1
AK:s:E(a—l—b—l—c) y BKzs—c:§(a+b—c),
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por lo que K = (—a—b+c:a+ b+ c:0). Observar que el signo negativo en la primera
coordenada de K se debe a que las longitudes son dirigidas. De modo similar deducimos
L=(—a+b—c:0:a+b+c).

Vamos a hallar a continuacién las ecuaciones de las rectas LM y BJ. Comenzamos
por la primera; dado que 75 : ux + vy + wz = 0 pasa por los puntos L y M, se tiene

b
w—a+b—c)+watb+e)=0 — u—wl2FE
a—b+c

—a—b
U(CL—b+C)+w<a—|—b—C):0 _— U:wa——i_cl
a—b+c

Por tanto, la ecuacién de LM se expresa como
rov i (a+b+c)r+(—a—b+c)y+(a—b+c)z=0.

En cuanto a la recta BJ, sabemos que rg; : ur + vy + wz = 0 pasa por los puntos B y
J, por lo que v = 0 y, ademas,

ua
—ua+wec=0 — w=—.
c

Asi, la ecuacién de la recta BJ queda rgy : cx +az = 0.

Hallamos ahora las coordenadas baricéntricas del punto F' como interseccién de las
rectas LM y BJ. Despejando z en la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera, se
obtiene

—CT

(a—l—b+c)x+(—a—b+c)y+(a—b—|—c)~T 0

(a®>+ab+ac—ac+bc— )z +(—a—b+c)y=0
Despejamos la variable y, con lo que

a2—|—ab+bc—02x_ (a+c)(a+b—rc)
a+b—c B a+b—c

y = r=(a+c)x.
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Asi, F = (a: a+c: —c). Los mismos razonamientos aplicados a las rectas KM y C'J nos
permiten obtener

revm: (a+b+ce)z+(a+b—c)y+(—a+b—c)z2=0,
roy: bxr+ay =0,

de modo que G = (a: —b: a+b). Se deduce que los puntos S y T tienen coordenadas
S=0:a+c:—c) y T=(0:=b:a+b).

Finalmente, normalizando las coordenadas y calculando %(S +T), queda

1
2 2a 2a

(S+T) = (O a—b+c a+b—c>

Estas son las coordenadas normalizadas del punto M, con lo que hemos terminado. []

Problema 7.37 (Lista corta 2001/G1). Sea A; el centro del cuadrado inscrito en el
tridangulo acutdngulo ABC con dos vértices del cuadrado sobre el lado BC. Asi, uno de
los dos vértices restantes del cuadrado yace sobre el lado AB y el otro sobre AC. Los
puntos Bj, C] se definen de forma andloga para los cuadrados inscritos con dos vértices
sobre los lados AC' y AB, respectivamente. Demuestra que las rectas AA;, BB;, CC} son
concurrentes.

)24 Q/

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del tridngulo ABC'. En primer lu-
gar, observar que existe una homotecia de centro A que hace corresponder el cuadrado
PQRS, inscrito sobre el lado BC, con el cuadrado P'Q'CB, de lado a. Esta homotecia
lleva el centro A; del cuadrado PQRS al centro A} del cuadrado P'Q'CB.

Vamos a calcular las coordenadas baricéntricas del punto A} utilizando la definiciéon
por areas. Notar que, en realidad, solo necesitamos la segunda y tercera coordenadas,
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dado que lo que nos interesa es la parametrizacién de la ceviana AA;. Se tiene

, 1 L1,
[A]|BC] = 50 50= 70"
[A|CA] = %b a sen(C + 45°) = \/Tﬁ ab sen(C' + 45°).

SN

1 2
[A1AB] = 3¢5 @ sen(B + 45°) = % ac sen(B + 45°).

Simplificamos la expresion usando la identidad

sen(a + 45°) = sen a cos 45° + cos acsen 45° = (sena + cos ) .

[

Con todo, la parametrizacion de la ceviana AA; resulta
AAy: (r:b(senC+cosC):c(senB+cosB)) conr€R.
Un razonamiento andlogo permite calcular las parametrizaciones de BB, y CCY,
BB :(a (senC +cosC) :s:c (senA+cosA)) cons € R,
CCy:(a (senB+cosB):b (senA+cosA):t) conté€R.
Sea ahora P = (z : y : z) el punto de concurrencia entre ambas cevianas. Tenemos

y  b(senC 4 cosC) r  a(senC 4 cosC)

z c(sen B+ cosB)’ z c(senA+cosA)

Por tanto, el punto buscado tiene coordenadas

P a(senC +cosC) b(senC +cosC)
~ \c(senA+cosA) c(senB+cosB) )’

Multiplicando por los factores de los denominadores resulta P = (z : y : z), donde
z =a(senB + cos B)(senC + cosC),
y== (SGHC+ COSC’) (senA + COSA)7
z=c (senA+cosA)(senB +cosB).

Es sencillo comprobar que P yace también sobre C'CY, lo que termina el problema. O]

Mencionamos como nota al margen que las coordenadas anteriores pueden simplificarse
usando identidades trigonométricas y eliminando factores comunes. En efecto, para la
primera coordenada se tiene

a(sen B + cos B)(sen C' + cos C') = sen Asen Bsen C LA -(I+cotB)-(1+cotC)
sen

= 2R sen Asen BsenC' - (1 + cot B) - (1 + cot C).

Asi, el punto de concurrencia puede expresarse como

A S B
~ \l4cotA 1+cotB 1+cotC)’
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Problema 7.38 (USA TST 2008/7). Sea ABC un tridngulo con baricentro G. Sea
P un punto variable sobre el segmento BC'. Los puntos () y R yacen sobre los lados AC
y AB, respectivamente, de forma que PQ || AB y PR || AC. Demuestra que, a medida

que P se desplaza a lo largo del segmento BC), la circunferencia circunscrita del triangulo
AQR pasa por un punto fijo X tal que ZBAG = LZCAX.

A

B p " C

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del tridngulo ABC'. La definicién
de los puntos ) y R genera dos triangulos semejantes AQPC y ARBP, asi como un
paralelogramo PQAR. Esto implica las relaciones

BR AQ BP
AR CQ CP

Por tanto, si P = (0 : p:q) con p+q = a, entonces Q = (¢:p:0)y R=(p:0:q).
Vamos a hallar la ecuacién de la circunferencia (AQR), que denotamos mediante «. Dado
que A pertenece a dicha circunferencia u = 0. Al sustituir las coordenadas de los puntos
@ v R, obtenemos

cq b*p
v=—

a

, —b*pg+qua=0 = wzj.

—pg+pra=0 =

Asi, la ecuacion de (AQR) resulta

c? b?
Qa —a2yz — bzzy — c2xy + (—qy + —pz> (x4+y+2)=0.
a a

La condiciéon Z/BAG = ZC AX implica que la recta AX es la isogonal de la mediana
AG, por lo que el punto X debe tener coordenadas baricéntricas X = (¢ : b* : ¢?) con
t € R. Basta sustituir estas coordenadas en la ecuacion de a para despejar t, verificando
que la expresion resultante no depende de p ni de ¢. En efecto,

2 b2
—a’b*c? — bt — b + (ﬂbQ + —pCQ) (t+0b”+c*) =0,
a a

—a’b’c? = 2%t + VAt + b + ) =0,
—a? =2t +t+ b0+ =0.

Asi, t = b+ ¢® —a? = 254, con lo que X = (254 : b? : ) es el punto fijo buscado. [
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Problema 7.39 (USAMO 2001/2). Sea ABC un tridngulo y sea w su circunferencia
inscrita. Denotamos mediante D, y F; los puntos en los que w es tangente a los lados AC'
y BC, respectivamente. Denotamos mediante Dy y FEy los puntos sobre los lados BC'y
AC, respectivamente, tales que CDy = BD, y CEy = AFE;, y denotamos mediante P el
punto de corte de los segmentos AD, v BE,. La circunferencia w corta al segmento AD,
en dos puntos, de los que el més cercano al vértice A se denota mediante (). Demuestra
que AQ = D, P.

B

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC'. Por el problema
4.8 ([1], pag. 61) sabemos que D;Q L BC. Ademés, por el lema 4.9 ([1], pag. 61), Dy y
E5 son los puntos de tangencia de las circunferencias A-excrita y B-excrita con los lados
BC y AC, respectivamente. Finalmente, el punto P es el punto de Nagel del tridngulo
ABC'. Por tanto, podemos dar de manera inmediata las coordenadas homogéneas

B —a+b+c a—b+c at+b—c
N a+b+c atb+cat+b+c)’

D, = O’a—i—b—c’a—b%—c |
2a 2a

0= t a—b+c a+b—-rc
S \t+2d t+2  t+2a )

Calculamos el vector de desplazamiento Dlai, que resulta

w t  —dab+4ac—(a+b—c)t 4ab—4dac—(a—b+c)t
Dl = ) )
t+2a 2a(t + 2a) 2a(t + 2a)

A continuacion utilizamos los vectores de desplazamiento B? =(0,—-1,1)y Dl@ para
expresar la condicion D) 1. BC' y despejar t. Obtenemos,

a?(z—y)+x(-0*)=0

5 8ab—8ac + 20t — 2ct t

(=) =0
2a(t + 2a) +t+2a (c )

a- (4ab—4dac+bt —ct) +t- (2 —b*) =0
4a*(b—7c) + at(b—<) — t(b+ c)(b—c) = 0
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De este modo, el valor de t resulta

4a?
= ——
—a+b+c
con lo que las coordenadas homogéneas de () son
0- 4a? (a—b+c)(—a+b+c) (a+b—c)(—a+b+c)
- \2a(a+b+ec) 2a(a+ b+ c) ’ 2a(a+b+c)

Dado que los puntos P y () yacen ambos sobre la ceviana AD,, para demostrar el
resultado basta comprobar que se cumple la igualdad zp + 29 = 1, donde zp y z¢
denotan las primeras coordenadas homogéneas de los puntos P y (), respectivamente.

4a* +—a+b+c
2a(a+b+c¢) a+b+c

Tp+x9 =

_ 4a® —2a® +2ab+2ac 20 + 2ab+ 2ac
B 2a(a+ b+ c) ~ 2ala+b+c)

Y

lo que termina el problema. O

Problema 7.40 (USA TSTST 2012/7). El tridngulo ABC' esta inscrito en la circun-
ferencia 2. La bisectriz interior del 4ngulo A corta al lado BC'y a Q en D y L (distinto de
A), respectivamente. Sea M el punto medio del lado BC'. La circunferencia circunscrita
del tridngulo ADM corta de nuevo a los lados AB y AC en @ y P (distinto de A), res-
pectivamente. Sea N el punto medio del segmento PQ), v sea H el pie de la perpendicular
desde L sobre la recta ND. Demuestra que la recta ML es tangente a la circunferencia
circunscrita del tridngulo HMN.

A

H 7

Solucion. Sabemos que LM es un didmetro de la circunferencia (ABC), por lo que
ZDML = 90°. Esto implica que el cuadrilatero DH LM es ciclico, de modo que se tiene

ZHML = ZHDL. Asi, basta demostrar que M N || AL para terminar el problema.
Usamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC'. Sabemos que

A=(1,0,0), D=0:b:¢), M=(0:1:1),
con lo que podemos hallar la ecuacién de (ADM ), cuya forma general es

—a*yz — b*zx — Pay + (uz + vy + wz)(z +y + 2) = 0.
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Del hecho de que A pertenezca a dicha circunferencia se deduce u = 0. Sustituyendo
las coordenadas de M, obtenemos

2
—a*+(wtw)-2=0 = v—i—w:%.
De igual modo, al sustituir las coordenadas del punto D se tiene

2 a’be
—a‘bc+ (vb+we) - (b+c¢)=0 = buvtcw=

b+c

Multiplicando por b la primera ecuacion y restandole la segunda, queda

(b— oy — a*b(b + ¢) — 2a*bc _ a*b* —a*be a?b(b—c)
2(b+¢)
a’b

Tty

2(b+¢)  2(b+c)

Anélogamente, multiplicamos por ¢ la primera ecuacién y le restamos la segunda,
(c—b) a’c(b+c) — 2a*be  a’c® —a*be  a’c(c—b)
c—bv= = =
2(b+¢) 2(b+¢) 2(b+¢)
a’c
v = .
2(b+¢)

En consecuencia, la ecuacién de (ADM) resulta

2

2(ba+c) (cy+bz)(x+y+2)=0.

—a’yz — b2z — oy +

Vamos ahora a calcular las coordenadas de los puntos P y ) como puntos de inter-
seccién entre la circunferencia (ADM) y los lados AC' y BC, respectivamente. Para el
primero, sustituimos el valor y = 0 en la ecuacién anterior,

2
—p? v b =
zx+2(b+0) z(x+2)=0

2

a
—bw+2<b+c>(x+z)—0

(=20 — 2bc + a*)x + a*z =0

T a?
z 202+ 2bc —a?’
Asi, P = (a®:0:2b* + 2bc — a?). Unos calculos andlogos muestran que las coordenadas
del punto @ son Q = (a?: 2¢ + 2bc — a? : 0). En coordenadas homogéneas, se tiene
b a? 2b% + 2bc — a? 0- a? 2¢% + 2bc — a?
“\ 201 26(b+0) YR\ 2t 2ebte)
Por tltimo, las coordenadas de N, punto medio del segmento PQ, resultan

N a_z 2¢% + 2bc — a®  2b% + 2bc — a?
- \dbc” de(bdc) T 4b(b+c) ’
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—
de modo que el vector de desplazamiento M N es
— a? —a? —a?
MN = —, , .
4bc” 4de(b+c¢)’ 4e(b+ c)
Vamos a comprobar que este vector es proporcional al vector ﬁ En efecto

D - ( >_ 4bc—]\>[

b +c b+c
con lo que hemos terminado. O

Problema 7.41. Sea ABC un tridangulo con incentro I. Denotamos mediante Py @ los
simétricos de B y C respecto de C'I y BI, respectivamente. Demuestra que PQ L OI,
donde O es el circuncentro de ABC'.

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del tridngulo ABC'. Por construc-
cion, PC'=ay QB = a, con lo que los puntos P y () tienen coordenadas homogéneas

a b—a a ¢c—a
(b, bl b )7 Q (c7 C ) )

Por otro lado, el incentro tiene coordenadas homogéneas

I a b c
\Na+b+ca+b+c’a+b+c)’

Calculamos a continuacién los vectores de desplazamiento ]ﬁ y 6_} , entendiendo que
identificamos O con el vector nulo 0. Con todo, se tiene

@ (b—c c—a’a—b) y 5?:< a | b | c )

c b at+b+c a+b+c a+b+c

Aplicamos ahora el criterio dado por el teorema 14 para comprobar que @ 1 07 . La
igualdad a verificar es

a® (2190 + y122) + b2 (2120 + 2172) + A (y1m2 + 2132) = 0.
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Sustituyendo y simplificando algunos factores, se obtiene

o[ a—1b c—a alb—c)  (a—b)a (c—a)a alb—c)
a + +b +c +
a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c

, —b+c a? — ac ab — a?
= . + . +c.—
a+b+c a+b+c a+b+c
:L-(—ab#—ac—{—ab—bc—{—bc—ac):0.
a+b+c
Por tanto, PQ L OI y hemos terminado. O

Lema 7.42. Sea ABC' un tridngulo con circunferencia circunscrita §2 y denotamos me-
diante Ty el punto de tangencia entre la circunferencia inscrita A-mixtilinea y €2. Defi-
nimos Tg y To andlogamente. Demuestra que las rectas ATy, BTg, CTg, 10 son concu-
rrentes, donde I y O denotan el incentro y el circuncentro del tridngulo ABC.

Demostracion. Denotamos mediante E el punto de contacto entre la circunferencia A-
excrita v el lado BC. Sea F el punto de corte entre la recta AT, y el lado BC. Por
el lema 4.40 ([1], pdg. 69) sabemos que las cevianas AE y AF son isogonales. Usando
coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC', tenemos

b? c?
E=0:a-b+c:a+b—c), F=(0: : .
a—b+c a+b—c

Por tanto, las cevianas ATy, BT, C'I> pueden parametrizarse como

b? c?
ATy - : : R
A (r P a+b—c) con r € KK,
a? c?
Blg: | ——— : C— R
b (—a+b+c ° a—l—b—c> con s €8s

a? b2

—a+b+c a—-b+c

CTC:< :t) cont € R.
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Es claro que el punto de concurrencia P es el conjugado isogonal del punto de Nagel del
triangulo ABC'. Sus coordenadas baricéntricas son

a? b? c?
P= : : )
(—a+b+c a—b+c a—i—b—c)

Para finalizar, basta comprobar que los puntos I, O y P son colineales, donde

I=(a:b:c), O=(a®S,4:b*Sp:c*Se).

Calculamos el determinante

a b c be ca ab
CLZSA bQSB CQSC — abe SA SB SC
a? b2 2 1 1 1
—a+b+c a—b+c a+b—c —a+b+c a—b+c a+b—c
be ca ab
abe
=7 S Sp Sc

(a—b+c)la+b—c) (ma+b+c)la+b—c) (—a+b+c)la—b+c)

be ca ab
- 7= SA SB SC ;
2bc — S4 2ca — Sp 2ab— Sc

donde la constante K es una abreviatura de la expresion
K=(-a+b+c)la—b+c)la+b—c).

Observamos que, en el ultimo determinante, la tercera fila es combinacion lineal de las
dos primeras, ya que F3 = 2F; — F5. Concluimos que el determinante es idénticamente
cero, por lo que los puntos I, O, P estan alineados. Esto termina el problema. O

Problema 7.43 (TST Diciembre USA para la IMO 2012). En el tridngulo acutdngu-
lo ABC, ZA < /By ZA < ZC. Sea P un punto variable sobre el lado BC'. Los puntos
D y E yacen sobre los lados AB y AC, respectivamente, de forma que BP = PD y
CP = PE. Demuestra que, a medida que P se desplaza a lo largo del lado BC, la
circunferencia circunscrita del tridangulo ADFE pasa por un punto fijo distinto de A.

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del tridngulo ABC'. Escribimos P =
(0:p:q)con p+q=a,de forma que BP = qy CP = p. Aplicando el teorema del seno
a los triangulos isosceles PDB y PCE, obtenemos

BD BP

= — BD=2 B

sen(180° —2B)  sen B 1eos
CE CP

sen(180° —2C)  senC peos

Con esto, las coordenadas baricéntricas de D y FE resultan

D = (2qcosB:c—2qcosB:0) y E=(2pcosC:0:b—2pcosC).
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Para simplificar la notacion, en lo que sigue escribiremos

S
cosB =22 y cosC:&.
ca ab

Calculamos ahora la ecuacién de la circunferencia (ADE), que denotamos mediante

a. Dado que A pertenece a dicha circunferencia, u = 0. Sustituyendo las coordenadas del
punto D se obtiene la igualdad

S S S
—02-2q—B- (C—Qq—B) + <c—2q—B> ve=0.
ca ca ca

Simplificando y despejando v, queda

Asi, la ecuacién buscada resulta
2 2 2 2
a:—a‘yz —bzx —c¢ Ty + - (gSpy +pScz2)(x+y+2)=0.
Nuestra conjetura es que el punto fijo de « es el ortocentro H = (Sgc : Sca : Sag),

donde Spe = SpS¢, etcétera. Para comprobar esto, basta ver que H verifica la anterior
ecuacion independientemente de los valores de p y ¢. En efecto,

2
— GQSIQL‘SBSC — bQSAS%SC — CQSASB;S% -+ a (qSABc + pSABC) (SBC + Sca + SAB)
= —Supc - (a2SA + b2SB + 6250) — QSAgc(SBC + Sca + SAB)

Concluimos que H es el punto fijo de la circunferencia a;, como queriamos probar. O
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Problema 7.44 (Sharygin 2013). Sea (', un punto arbitrario sobre el lado AB de
AABC. Los puntos A; y B se hallan sobre las semirrectas BC'y AC' de modo que se
cumple ZAC 1B, = Z/BC1 Ay = ZACB. Las rectas AA; y BBy se cortan en el punto Cs.
Demuestra que todas las rectas C'yC5 tienen un punto en comun.

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC. Escribimos
Cy=(p:q:0), con p+q=c. Vamos a utilizar las relaciones angulares para expresar las
coordenadas de A; y B; en términos de p y ¢q. Observar que se tienen las semejanzas

AABC ~ AAch’l ~ AABlCl,
de donde se deducen las relaciones
AB
p

Por tanto, se tiene

B A
e opo, BA_c )
a a

M= B (-5,

Vamos a calcular ahora las coordenadas del punto Cy = (z : y : z) como interseccion
de las cevianas AA; y BBj. Se tienen las relaciones

y

x b —cq
:- 7

y a®—cp
cq z

= o

de modo que

b2_ 2_ b2 2
Cz=< Cq:a Cp:l):(——c:a——c:c).
cq cp q p

Nuestra conjetura es que el punto comtun a todas las rectas C1C5 es el simétrico del
vértice C respecto del lado AB, que denotamos mediante C’. Para calcularlo, hallamos en
primer lugar las coordenadas del pie de la perpendicular desde C sobre el lado BC, que
llamamos D = (z,1 — z,0). Por el teorema 14 aplicado a los vectores de desplazamiento

@ = (2,1 —x,—1)y AB = (—1,1,0), resulta
a- (=) +b*1+[(-1)-1—2)+2]=0

bV —a’+c*- (20 —1) =0,
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de donde puede despejarse x para obtener

2 2 _ 2
R

2c2

a?+c —b b+ —a? 0
2c2 ’ 2c2 )

Ahora, dado que D = $(C + C"), deducimos

a?+ =0 B+ —a? )
, ,—1].
c? c?

C’:2D—C:(

Para terminar, debemos comprobar que los puntos C, Cy y C’ son colineales indepen-
dientemente del valor de p y ¢q. Para ello, calculamos el valor del determinante

p q 0
b? a?
— —c ——c c| =
p
a2+ =0 b+ —a?
—1
c? c?

pB*+c%—a?) a*+ -

Z — (a* — cp — b* + ¢q)

—Vp—Fp+a’ptaiq+ A -bq—dc+Fp+be—
Cc

_p+g@® b))+’ —a”) _

La ultima igualdad se sigue ya que p + g = c. O

Problema 7.45 (APMO 2013/5). Sea ABCD un cuadrilatero inscrito en una circun-
ferencia w, y sea P un punto sobre la prolongacién de AC' tal que PB y PD son tangentes
a w. La recta tangente en C corta a PD en Q y a la recta AD en R. Sea E el segundo
punto de corte entre AQ vy w. Demuestra que B, E, R son colineales.

P

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas con respecto al triangulo DBC'. Denotamos
las longitudes de los lados del triangulo mediante a = BC, b = C'D, ¢ = DB. Con esta
notacion, las ecuaciones de las tangentes a w en los vértices D, B, C son, respectivamente,

Vz4+cty=0, Fo+d’2=0, a*y+b*z=0.
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Comenzamos calculando las coordenadas del punto P como interseccién de las tan-
gentes en D y B. Obtenemos las relaciones
y b r  —a
z c z

de donde resultan las coordenadas

2 g9
Pz(—a:—bzl):(—QQ:—bQ:cz).

c? c2

Las coordenadas del punto () pueden calcularse de manera andloga a las de P, como
interseccién de las tangentes a w en D y C. El resultado es Q = (a? : —b* : ¢?).

A continuacién hallamos la ecuacion de la recta PC. Dado que C' pertenece a dicha
recta, w = 0. Sustituyendo las coordenadas de P en la ecuacién general,

a2
ux—ﬁuy:() — bz —d*y=0.

Con lo anterior, podemos calcular las coordenadas del punto A como el punto de cor-
te entre la circunferencia w y la recta PC'. Despejando z en la ecuacion de la recta y
sustituyendo en la de w, queda

a*y a’y
—aQyz—b?z?—cQ b—2y:O
2
—%Zz—fz—?y:(]
z =
y 22

Asi, deducimos que las coordenadas de A son

a’? —c’ 2 2 2
A:(ﬁ:lzﬁ):@a 2 2b :—c).

Esto nos lleva a calcular la ecuacion de la recta AD. Sabemos que u = 0, y sustituyendo
las coordenadas de A obtenemos

W —Fw=0 = w=—"—u,

con lo que la ecuacién buscada es
2 2
wy+—wz=0 = AFy+2°2=0.
c

Estamos en situaciéon de poder calcular las coordenadas del punto R como interseccion
de la recta AD y la tangente a w en C. Los cédlculos son analogos a los ya realizados y
dan como resultado R = (—2a? : 20? : —c?). Asi, podemos deducir de manera sencilla la
ecuacion de la recta BR, dada por

Ar —2a%z = 0.

34



El dltimo paso que nos falta antes de hallar las coordenadas del punto F es conocer
la ecuacién de la recta AQ). Puede hacerse de modo sencillo calculando el determinante

r Yy oz
202 20* —c?| =z (2V°¢* — b*?) — y (2% + a*c?) + z (—2a*h* — 24%D?)
a® = A

= b’tx — 3a’Py — 4d*V*z = 0.

Con todo lo anterior, vamos a calcular las coordenadas del punto E como interseccion
de las rectas BR y AQ. Despejamos x en la ecuacion de la primera recta,

Fr—2d2=0 = z="2

de modo que, al sustituir en la segunda,

i %Z z— SﬂZCQy — 4Pz = 0

20%z — 3¢ty — 4b*2 =0

o
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Asi, las coordenadas son

202 —21?
E:(%; :1):(6a2:—2b2:3c2).
C

3c?

Para terminar el problema, basta comprobar que el punto F yace sobre la circunfe-
rencia w. Para ello, sustituimos sus coordenadas en la ecuacion, obteniendo

—a? - (—6b%c?) — b? - 18a*c? — ¢ - (—12a%V?) = 6a*b*c* — 18a*b*c® 4 12a*b*c* = 0,
con lo que hemos terminado. O]

Problema 7.46 (USAMO 2005/3). Sea ABC un tridngulo acutédngulo, y sean Py @
dos puntos sobre su lado BC'. Construimos un punto C; de tal forma que el cuadrilatero
convexo APBC| es ciclico, QC, || CA, y C; vy @ yacen en lados opuestos respecto a la
recta AB. Construimos un punto B; de tal forma que el cuadrilatero convexo APC By es
ciclico, @B, || BA, y By y Q yacen en lados opuestos respecto a la recta AC. Demuestra
que los puntos By, C7, Py Q yacen sobre una circunferencia.

Solucion. Sea C] el punto de interseccion entre la recta B1A y la circunferencia (APB).
Se tienen las relaciones angulares

/B1QP = ZC1AP = 180° — ZPBA = 180° — ZPC{ By,
por lo que el cuadrilatero PQ B;C; es ciclico. Ahora bien,
/C1QP = /C{B,P = /C,

por lo que C] = C} y hemos terminado. H
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Problema 7.47 (Lista corta 2011/G2). Sea A;A3A3A4 un cuadrilatero no ciclico.
Para 1 <17 < 4, sean O; y r; el circuncentro y el circunradio del tridngulo A;;1A4;.24;.3
(donde A; 4 = A;). Demuestra que
1 . 1 n 1 n 1
O1A2 — 12 042 — 12 O3A3—1r2  O,A% —1r?

= 0.

Solucion. Utilizamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo A; A, As. Asi, las
coordenadas de los puntos involucrados son

Al = (17070)7 A2 = <07 170)7 A3 = (0707 1)7 A4 = (p7Q7T)J

con p+ g+ r = 1. Ademés, para 1 < ¢ < 4, denotamos mediante w; la circunferencia
circunscrita del tridangulo A; 1 A;.2A;13 (dondde A; 4 = A;). Observar que

0;A? — r? = Pot,, (A)),

por lo que vamos a calcular estas cantidades en primer lugar.

Para la circunferencia w; = (A2 A3A4), se tiene v = w = 0 dado que Ay y A pertenecen
a ella. Por tanto, su ecuacién resulta

wy : —a*yz — b?zr — ry +uz(z +y +2) = 0.

Sustituyendo las coordenadas de A, y despejando u, queda

a’qr + b*rp + cpq
» )

—a’qr —bVrp—cpg+up=0 = u=
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Asi, deducimos que
a’qr + b*rp + pq

POtw1 (Al) = D
Un calculo andlogo permite comprobar
2 2 2 2 2 2
+0 +0
Poth(Az) _agr TP+ pq7 Poth(A;),) _agr D+ C pq’
q r

Pot,,, (A4) = —a’pq — b*rp — *pq.
Por tanto, la expresién a calcular resulta

1 1 1 1
o_2rtoa_gtoa_ 2 o2

1
©a2qr + b2rp + e2pg

(p+qg+r—1)=0.

La ultima igualdad se sigue dado que p+q+r = 1.

]

Problema 7.48 (Rumania TST 2010). Sea ABC un tridngulo escaleno, sea I su
incentro, y sean A, By, C] los puntos de contacto de las circunferencias excritas con los
lados BC', CA y AB, respectivamente. Demuestra que las circunferencias circunscritas de

los tridngulos AIA;, BIB; y CIC] tienen un punto comun distinto de I.

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto al tridangulo ABC'. Calculamos en

primer lugar la ecuacién de la circunferencia Al A;; las coordenadas de los puntos son

A=(1,0,0), I=(a:b:¢), Ai=0:a—b+c:a+b—2c).
Observar en primer lugar que u; = 0. Sustituyendo las coordenadas de I, obtenemos
—a*be — b*ca — 2ab + (v1b +wic)(a+b+¢) =0
(a4 b+ c)(—abc+ vib+ wic) =0
v1b + wyic = abe.
Por otro lado, al sustituir las coordenadas de A;, resulta
—a*(a—b+c)a+b—c)+[vi(a—b+c)+wi(a+b—c) 2a=0
—ala—b+c)(a+b—c)+2(a+ c)vy + 2(a + b)wy — 2abe = 0.
Desarrollando, queda la ecuacién
2(a+ c)v1 +2(a+ b)wy = a (a® — b* — ¢ + 4be) .
Resolvemos el sistema de dos ecuaciones en v; y wy, con lo que

ac(a —3b+c)(a+b—c) _abla+b—3c)(a—b+c)
20c=b)(a+b+c) = 2b—c)(a+b+c)

up =0, U1 =
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Las soluciones de los respectivos sistemas para (BIB;) y (CIC}) son

" _be(=3a+b+c)(a+b—c) o = 0 o —
2T 20c—a)(a+b+c) 2T 2T

ab(a +b—3c)(—a+b+c)
2(a—c)(a+b+c)

cb(=3a+b+c)(a—b+c) ca(a —3b+c)(—a+b+c)
Uz = ) Vg = ) w3 = 0.
2(b—a)(a+b+c) 2(a—=b)(a+b+c)
Sabemos por el lema 22 que el eje radical de las circunferencias (AIA;) y (BI1B;) esté
dado por la ecuacién

(uy —ug)x + (v1 — v2)y + (w1 — wy)z = 0.
Calculamos por separado el coeficiente w; — ws, que resulta

abla+b—3c)(a—b+c) abla+b—3c)(—a+b+c)
2b—c)(a+b+c) 2(a—c)(a+b+c)

_abla—b)(a+b—3c)(a+b—c)
~ 2b—-c)(a—c)a+b+e)

Simplificando factores, el eje radical de (AIA;) y (BIBj) tiene por ecuacién

W) — We =

be(=3a+b+c)(b—c)x+cala—3b+c)(c—a)y+abla —b)(a+b—3c)z=0.

Observar que esta expresion es ciclica en a, b y ¢, por lo que el eje radical de las
circunferencias (BIB;) y (CICy) tiene la misma ecuacién. Concluimos que las tres cir-
cunferencias son coaxiales, con lo que, por el lema 2.13 ([1], pag. 31), todas tienen un
segundo punto en comun. Esto termina el problema. O

Problema 7.49 (ELMO 2012/5). Sea ABC' un tridngulo acutangulo con AB < AC,
y sean D y FE puntos sobre el lado BC' tales que BD = CE y con D entre B y E.

Supongamos que existe un punto P en el interior de ABC tal que PD || AE y cumpliendo
/PAB = /ZFEAC. Demuestra que /PBA = Z/PCA.

2\
B D\ E\ C
Solucion. Sea (@) el punto de corte entre las rectas AE y C'P. Nuestro objetivo es probar

que los tridngulos PAB y QAC son semejantes, lo que implica el resultado. Para ello,
teniendo en cuenta que ZPAB = ZQAC, basta demostrar que se cumple la igualdad

Pan_ ey’

[QAC]
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Usamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC'. Observar que se tiene
D=0:p:q yE=(0:q:p),conp+q = a. La ceviana AE se expresa mediante
(t:q:p),contéeR, porloquelaceviana AP, que es su conjugada isogonal, queda

b2 2
AP : <t:—:c—) cont € R.
q P

Vamos a hallar la ecuacién de la recta paralela a AE que pasa por D. Es sencillo
comprobar que la ecuacion de la recta AE es py—qz = 0. Observar ahora que, si escribimos
uxr + vy + wz = 0 para expresar la ecuacion general de una recta paralela a AE, entonces
se tiene que cumplir

11
0 p —¢q=0 = —-(p+gu+qu+pw=0.
u v w

Dado que, ademas, D pertenece a esta recta, se tiene

pr+quw=0 = w= Ly,
q
Sustituimos esta expresion en la primera ecuacién,
_p .
—(p+q)u—|—qv+p7v =0
(¢° —p*)v
P+tu=-—""—
q
_q—=p
U=-—""u.
q

Asi, la ecuacién de la recta paralela a AE que pasa por D es

%%m +vy — gﬂz =0

(g—p)z+qy—pz=0.

Calculamos ahora las coordenadas del punto P como punto de interseccion entre esta
ultima recta y la ceviana AP. Obtenemos la ecuacion

b2 c?

(g—p)t+q——p—=0
g " p

de modo que se deduce
P=((¢=b)pq:b’p(qg—p): alg—p)).
Usando las expresiones de las cevianas CP y AFE, calculamos las coordenadas del
punto Q = (x : y : z). Se tienen las relaciones

r (A=V)pg =z _p

y  Vplg—p) vy 4

Y
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de manera que
Q= (#(® = %) : b’q(q — p) : b’plg — p)) -
Finalmente, por la definicién de las coordenadas baricéntricas de los puntos Py @)
como coordenadas de area, se debe cumplir

[QCA] ~ ¥qq—p)

como queriamos demostrar. O

Problema 7.50 (USA TST 2004/4). Sea ABC un tridngulo. Escogemos un punto D
en su interior. Sea w; una circunferencia que pasa por B y D, y w, una circunferencia que
pasa por C'y D de manera que el otro punto de interseccion entre las dos circunferencias
yace sobre AD. Sean FE y F los puntos de interseccién de las circunferencias wy v ws
con el lado BC', respectivamente. Denotamos mediante X el punto de interseccién entre
las rectas DF' y AB, y sea Y el punto de interseccion entre DE y AC. Demuestra que
XY || BC.

[PAB] _ c*q(q —p) <0)2
7)o

B~—"F 7 — ¢

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo ABC'. Si escribimos
D = (p,q,r) con p+ g+ r =1, la ecuacién de la ceviana AD resulta

=—ry+qz=0.

N =R
< O
=< O W

Por otro lado, las circunferencias w; y wo tienen ecuaciones
wy : —a*yz — b?zr — Cay + (ur +wiz)(z+y+2) =0,
wy 1 —a’yz — bPzx — Cay + (war +voy)(x +y +2) =0.

Dado que la ceviana AD, de ecuacion —ry + gz = 0, es el eje radical de w; y wq, por el
teorema 22 se deducen las igualdades

Uy = Uz, V2=T, W =4(g.
Calculamos ahora las coordenadas de E' y F' como interseccién de las circunferencias w,

y wy con el lado BC, respectivamente. Para el primero, resulta

—a*yi+qtly+2)=0 = g:cﬁq—q — E=(0:q:a*>—q).
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Anélogamente, para el punto F,

2 _ ~__T — (0 a2 :
—ayz+ryly+z2)=0 = e = F=0:a"—r:7).

A continuacion, vamos a hallar la ecuacién de la recta E'D, asi como su interseccion
con el lado AC', que nos permitira escribir las coordenadas del punto Y.

z

y
g r |=¢gla®—q) —qr] z—pla®—q)y+pgz=0.
g a*—q

o R

Haciendo y = 0 en la anterior expresion, deducimos

(a2—q—r)x+pz:o == zZQ——p = Y:(—p:O:a2—q—T).
z at—q-—r

Un célculo andlogo muestra que X = (p: ¢ +r — a* : 0). Finalmente, para XY,

x Y z
p q+r—a 0 =—(a*—q—7r)V r—pa®—q—r)y+plg+r—a®)z=0.
—p 0 a?—q-—r

Simplificando, se obtiene
(@*>—q—r)z+py+pz=0,

que es la ecuacién de una recta paralela a BC', y hemos terminado. O]

Problema 7.51 (USA TSTST 2012/2). Sea ABC'D un cuadrilatero con AC = BD.
Las diagonales AC'y BD se cortan en P. Denotamos mediante w; y O; la circunferencia
circunscrita y el circuncentro del tridngulo ABP. Denotamos mediante wy y Oy la circun-
ferencia circunscrita y el circuncentro del tridangulo C'DP. El segmento BC corta de nuevo
awiywrenSyT (diit\intos de By C), respectivaininte. Sean M y N los puntos medios

de los arcos menores SP (que no contiene a B) y TP (que no contiene a C'). Demuestra
que MN || O105.

Solucion. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del triangulo PBC'. Como notacién
para las longitudes tomamos a = BC, b = PC, ¢ = PB. La condicién AC' = BD se
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interpreta como A= (r:0:b—r), D= (r:c—r:0), conr € RT. Asi, las circunferencias
w1 y wy tienen ecuaciones

wy 1 —a’yz — b*zr — oy +brz(z +y 4 2) =0,
wy 1 —a’yz — b*zx — Py + ery(x +y + 2) = 0.
De aqui se sigue que el eje radical de w; y wy tiene ecuacion
brz—cry=0 =— bz—cy=0,

que coincide con la ecuacién de la bisectriz interior de ZBPC, (t:b: ¢) con t € R. Dado
que las rectas BM y C'M se cortan en el incentro I, el cuadrilatero BM NC' es ciclico.
Llamando R al punto de corte entre Pl y M N, obtenemos

/INR =180° — /ZRNC = % /B,

ZRIN =180° — 4ZNIP = %AA—F%ZC’,

de donde
/NRI =180°—- ZINR — ZRIN = 90°,

como queriamos demostrar. O

Problema 7.52 (IMO 2004/5). En un cuadrilatero convexo ABCD, la diagonal BD
no biseca ni el angulo ABC' ni el angulo C'DA. El punto P yace en el interior de ABC'D
con ZPBC = ZDBA y /PDC = ZBDA. Demuestra que ABC'D es un cuadrilatero
ciclico si y sélo si AP = CP.

Solucion (Evan Chen). Vamos a usar coordenadas baricéntricas sobre APBD. Llamamos
P = (1,0,0), B = (0,1,0), D = (0,0,1). Sea A = (au : bv : cw). Dado que C es el

conjugado isogonal de A respecto a APBD por la condiciéon sobre los angulos, se sigue
que el punto C' = (% ; % : i)
Para abreviar, sean S = au+bv +cw y T = au™' + bv~! + cw™!. De este modo,

— (au bv cw _ f(au"! ! cw?
A= (2% S)y0—< L M, S ).Porlotanto,tenemos

Yy (1_ﬂ b _@) _ (bv+0w b _@)

s’ s s S s’ S

y asi, se puede calcular

1
PA% = @ [—a?(bv)(cw) + b (cw)(bv + cw) + ¢*(bv) (bv + cw)]
be 9
=% [—a*vw + (bw + cv)(bv + cw)] .
Al llevar a cabo calculos analogos con C', resulta
PC? = % [—a*(vw) ™"+ (bw™" 4+ cv™") (bv™" 4 cw™)]
be 9
= T oa) [—a*vw + (bw + cv)(bv + cw)] .
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Desearfamos simplificar el factor —a?vw + (bw + cv)(bv 4+ cw) de ambos lados de
PA? = PC?, pero debemos comprobar primero que este factor no es cero. Esto se digue

del hecho de que PA # 0 y PC # 0, ya que P yace en el interior de ABC'D. Asi, es

seguro dividir, y por tanto PA? = PC? se cumple si y solo si S? = T?(vw)?.

Por otro lado, el cuadrilatero ABC'D es ciclico si y solo si existe un « tal que
—a*yz — bzx — Py + (v +y+2)(yx) =0

pasa tanto por A como por C' (de hecho, la anterior es la familia de circunferencias que pa-
san por By D). Sustituyendo los valores de A = (au : bv : cw) y C' = (au™ : bv™' : cw™),
observamos que la condicion es equivalente a

a?(bv)(cw) + b*(cw)(au) + (au)(bv)

au - S
a?(bv™H (cw™) + b*(cw™) (au™) + A(au1) (bv™1)
au=t-T

Esto puede reformularse como

wow - T (uwvw)™t- S
. = abc s ———
au - S au=t-T

lo que es claramente equivalente a S? = T?(vw)?.

Por tanto, PA = PC si y solo si ABCD es ciclico. O

Problema 7.53 (Lista corta 2006/G4). Sea ABC un tridngulo con ZC' < ZA < 90°.
Escogemos un punto D sobre el lado AC' de modo que BD = BA. La circunferencia
inscrita de ABC' es tangente a AB y AC en los puntos K y L, respectivamente. Sea .J el
incentro del tridngulo BC'D. Demuestra que la recta KL biseca a AJ.

abc

*C

Solucidn. Usamos coordenadas baricéntricas respecto del tridngulo ABC'. Sea E el punto
de corte entre la recta BJ y el lado AC'. Vamos a calcular en primer lugar las coordenadas
baricéntricas del punto D = (x,0, z) con z+2z = 1. Por la condicién de la distancia aplicada

B-

al vector de desplazamiento BD = (z, —1, z), se tiene
—a?-(=1)-z—ber—c-x-(—1)=¢

2

a’z — Vzx + Pr =

a*(1—2) =1 —-2)x+cfr=c

Va2 — (> +0*—A)r+a* - =0.
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La anterior ecuaciéon de segundo grado tiene dos soluciones para x, una de las cuales
esx =1, ya que A= (1,0,0) es el otro punto que cumple la condicién. Usando el «salto
de Vieta», deducimos que la segunda solucion es

a’® +b* — 2 a’® — c?
r=———+———1=—++—.
b2 b2
Asi, las coordenadas del punto D son

a? — 2 b? + % — a? a? — 2 b? —a? + 2
D = = 00— ).
(0 ) - (0 )

Deducimos por tanto la longitud del segmento DC', que resulta

a’ — c?
b
Vamos a hallar ahora las coordenadas baricéntricas del punto E. Por el teorema de la
bisectriz, se tiene

DE_c N DC’—EC_C . BO-— a
EC a EC o a+c

de modo que, sustituyendo el valor anterior, tenemos

DC =

DC,

a a®—c  ala—c)
a+c b b
Con todo, las coordenadas baricéntricas de E son

E=(ala—¢c):0:b°—ala—c)).

Lo anterior nos permite calcular las coordenadas baricéntricas de J como interseccién de
las cevianas C'J y BE. Tras realizar algunos calculos, queda

. o) _(ela=d) ba=¢) P-ala=o)
J=(ala—c):bla—c):b _a(a_c))_(Qb(s—c)’%(s—c)’ 2b(s — ) )

Por tanto, las coordenadas del punto medio M sobre el segmento A.J son

EC =

1
Mzi(A—i-J): (2b(s — )+ ala—c) :bla—c) : b* —ala —¢)) .
Para finalizar el problema, basta demostrar que los puntos K, L, M son colineales.
Utilizamos la férmula del determinante con las coordenadas correspondientes,
s—b s—a 0
s—c 0 s—a .
20(s —c)+ala—c) bla—c) b*—ala—c)

Haciendo transformaciones, obtenemos

5—0b 5—a 0 s—=b s—a O
s—c 0 s—a =(a—c)ls—c 0 s—a
ala—c) bla—c) (b—a)(a—c) a b b—a

s—b s—a 0
=(a—c)| b 0 s—a
b b b—a

s—b s—a 0
=(a—c)| b 0 s—al,
0 b b—s
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de donde, desarrollando el determinante, resulta la expresion
(a—c)[=b(s—a)(s—b)+b(s—a)(s—0b)] =0,

con lo que hemos terminado.
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