SESIÓN TTM: INDUCCIÓN MATEMÁTICA

Existen proposiciones generales y particulares. Son proposiciones generales, por ejemplo, las siguientes: 

• En todo paralelogramo las diagonales se cortan en el punto medio de ambas.

• Todos los números que terminan en 0 ó 5 son divisibles por 5.

Son particulares:

• Las diagonales de un cuadrado se cortan en su punto medio.

• El número 635 es divisible por 5.


El paso de las proposiciones generales a las particulares se llama deducción. Por ejemplo: 

En todo paralelogramo las diagonales se cortan en el punto medio de ambas (1)

Todo cuadrado es un paralelogramo (2)

Las diagonales de un cuadrado se cortan en su punto medio (3)


La proposición particular (conclusión) (3) ha sido deducida de la general (1) mediante la proposición (2).


El paso de las proposiciones particulares a las generales se llama inducción. La inducción puede llevar a conclusiones verdaderas y a conclusiones falsas. Aclararemos esto con un par de ejemplos:

Ejemplo 1:
El número 635 es divisible por 5 (1)
Todos los números que terminan en 5 son divisibles por 5 (2)

De la proposición particular (1) hemos obtenido la (2) que es una proposición cierta.

Ejemplo 2:

El número 635 es divisible por 5 (1)

Todos los números de tres cifras son divisibles por 5 (2)

De la proposición particular (1) hemos obtenido la (2) que es una proposición falsa.

¿Cómo debe emplearse la inducción para llegar siempre a proposiciones ciertas? Este es uno de los propósitos de esta sesión.

Vemos a continuación dos ejemplos de mala aplicación de la inducción:

Ejemplo 3: 


Sea 
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la suma de n fracciones de la forma  , se puede comprobar dando valores que:
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de lo que a la vista de estos resultados afirmamos que 
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Ejemplo 4:

 Consideremos el trinomio 
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estudiado ya por L. Euler. Dando valores a la x obtenemos para x = 0 el número primo 41; para x = 1, el número primo 43; para x = 2, el número primo 47. Tomando en el trinomio sucesivamente para x los valores  3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 y 10 obtenemos cada vez un número primo: 53; 61; 71; 83; 9; 113; 131 y 151 respectivamente. De aquí inferimos que al dar a la x un número entero no negativo el trinomio da siempre por resultado un número primo.


¿Por qué es inadmisible en Matemáticas los razonamientos empleados en estos dos ejemplos? En ambos casos hemos enunciado una proposición general basándonos sólo en que esta proposición ha resultado ser cierta para unos pocos valores.

La inducción se emplea ampliamente en Matemáticas pero hay que hacerlo con rigor si queremos llegar a conclusiones ciertas. Así, aunque en el ejemplo 1 la proposición general es casualmente cierta, como se demuestra en el ejemplo 4; la proposición general del ejemplo 2 es falsa. Efectivamente, analizando con mayor atención el trinomio 
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nos convencemos de que es igual a un número primo para x = 0, 1, 2, 3,…, 39 pero para x = 40 el resultado del trinomio es 412, o sea, un número compuesto. Es decir, nos hemos encontrado con una proposición que siendo cierta en 40 casos particulares, no lo es la general. 
Ejemplo 5:


El binomio 
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, donde n es un número natural tiene gran interés para los matemáticos (está ligado estrechamente al problema geométrico de dividir una circunferencia en n partes iguales). En particular los matemáticos se  han interesado en la descomposición de este binomio. Analizando las descomposiciones correspondientes a varios casos particulares de n los matemáticos observaron que los coeficientes de estas descomposiciones no pasan de 1. En efecto:
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……………………………………………………..

Se construyeron tablas dentro de cuyos límites los coeficientes cumplían esta propiedad. Pero los intentos de demostrar esta propiedad para todo valor de n fracasaron, hasta que el matemático ruso V. K. Ivanov lo demostró. Resultó que esta propiedad la tiene todos los binomios 
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 de grado menor que 105, pero uno de los factores de 
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es el polinomio: 
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no verifica la propiedad.
Ejemplo 6:

Consideremos los números del tipo
[image: image21.wmf]1

2

2

+

n

,para n= 0, 1, 2 , 3 y 4 los números
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son primos, Pierre de Fermat, ilustre matemático francés del siglo XVII aceptaba que todos los números de este tipo son primos. Sin embargo L. Euler encontró ya en el siglo XVIII, que 
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es un número compuesto.

Ejemplo 7:

G. W. Leibniz eminente matemático alemán del siglo XVII demostró que cualquiera que sea el entero positivo n el número 
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[image: image30.wmf]n

n

-

7

es divisible por 7. De aquí supuso que para todo k impar y para cualquier n natural el número 
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Ejemplo 8:


Un error del mismo tipo cometió D. A. Grave, conocido matemático soviético, al suponer que para todo primo p el número 
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 no es divisible por 
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. El cálculo directo confirmaba esta hipótesis para todos los números p menores que mil. Sin embargo pronto se comprobó que 
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Ejemplo 9:


¿En cuántas partes dividen el espacio n planos pasando todos por un mismo punto sin que pasen nunca tres por una misma recta?

Consideremos algunos casos particulares elementales de este problema. Un plano divide al espacio en dos partes. Dos planos con un punto común, dividen al espacio en cuatro partes. Tres planos que pasan por un mismo punto, pero no tienen recta común, dividen al espacio en ocho partes.


A primera vista parece que, al aumentar en uno el número de planos, la cantidad de partes en que queda dividido el espacio se duplica y, por consiguiente, cuatro planos lo dividen en 16partes, cinco planos en 32 y en general n planos en 2n partes.

Pero la realidad es distinta: cuatro planos dividen al espacio en 14 partes y cinco planos en 22 partes. Se puede demostrar que n planos dividen al espacio en 
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Ejemplo 10:


Veamos otro ejemplo de carácter muy instructivo. Tomando en lugar de n en la expresión 
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sucesivamente los números enteros 1, 2, 3,…jamás obtendremos el cuadrado de un número por muchos días e incluso años que dedicásemos a ello. Sin embargo sería erróneo deducir de aquí que ningún número de este tipo es un cuadrado. En efecto, entre los números del tipo 
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 también hay cuadrados; pero es muy grande el valor mínimo de n par el cual es un cuadrado. He aquí este valor:

n = 12055735790331359447442538767


Los ejemplos considerados permiten hacer una conclusión sencilla y al mismo tiempo importante:

Una proposición puede ser válida en una serie de casos particulares y no serlo en general.

Ejemplo 12: (Tomado de “El hombre que calculaba” de Malba Tahan, cap. XXVIII)

¿Es posible, en Matemática, deducir una regla falsa de una propiedad verdadera? Quiero conocer tu respuesta, ilustrada con un ejemplo simple y perfecto.

Beremís meditó largo rato y luego, saliendo de su recogimiento, respondió:

- Admitamos que un algebrista curioso desease determinar la raíz cuadrada de un número de cuatro cifras. Sabemos que la raíz cuadrada de un número es otro número que, multiplicado por sí mismo, da un producto igual, al número dado.

Vamos a suponer, sin embargo, que el calculista, al escoger los números, hiciera recaer su elección en los números: 2025, 3025, 9801.

Iniciemos la resolución del problema por el número 2025. Hechos los cálculos para ese número, el investigador hallaría que la raíz cuadrada es 45. En efecto: 45 veces 45 es igual a 2025. Ahora bien: como se puede verificar, 45 se obtiene por la suma de 20 + 25, que son parte del número 2025, descomponiéndolo por medio de un punto 20.25.

Lo mismo verificaría el algebrista para el número 3025, cuya raíz cuadrada es 55. Es conveniente hacer notar que 55 es la suma de 30 + 25, partes del número 30.25.

Idéntica propiedad se verifica con respecto al tercer número, 9801, cuya raíz cuadrada es 99, esto es, 98 + 01.

Frente a esos tres casos, el desprevenido algebrista podría enunciar la siguiente regla.

“Para calcular la raíz cuadrada de un número de cuatro cifras se divide ese número por un punto, en dos grupos de dos cifras cada uno, sumándose los grupos así formados. La suma obtenida será la raíz cuadrada del número dado.”

Esa regla, visiblemente equivocada, fue deducida de tres ejemplos verdaderos. Es posible llegar a la verdad, en Matemática, por simples observaciones; no obstante son necesarias precauciones esenciales para no caer en la “falsa inducción”.


Ahora surge otra pregunta: Se tiene una proposición válida en varios casos particulares y es imposible analizar todos los casos. ¿Cuándo se puede afirmar que esta proposición es válida en general?


A veces la  respuesta se logra aplicando un razonamiento especial conocido como método de inducción matemática.

Este método se basa en el principio de inducción matemática que consiste en lo siguiente:

Una proposición es válida para todo número natural n si: 

1) Es válida para n = 1 (o para el menor de los enteros para los que la proposición tiene sentido, ver Ejemplo 14), y

2) de su validez para un número natural cualquiera n = k se desprende su validez para n = k + 1.


Hay un segundo principio de inducción un poco más fuerte en el que 1) es el mismo pero en 2) hay que asegurar la validez de todos los números menores o iguales que un cierto valor k y de ahí se desprende su validez para n = k + 1. (Ejercicio 9)


Una descripción informal de la inducción matemática puede ser ilustrada por el efecto dominó, donde ocurre una reacción en cadena con una secuencia de piezas de dominó cayendo una detrás de la otra.



Biografía: Augustus De Morgan: Nació el 27 de junio de 1806 en Madura, India. El padre de Augustus, John de Morgan era un Teniente Coronel que sirvió en la India. Muy pronto después del nacimiento perdió la visión de su ojo derecho, cuando tenía siete meses, retornó a Inglaterra con su familia. En el colegio De Morgan no destacó y, debido a sus discapacidad 

... no se unió en los deportes con los otros niños, y fue víctima de crueles burlas de algunos de sus compañeros 


De Morgan, al terminar sus estudios y aunque todavía no tenía ninguna publicación importante, consiguió ser nombrado profesor del University College en Londres que, en aquel momento, se acababa de crear. Renunció a quedarse en Oxford o en Cambrigde porque para ello debía pasar una prueba de conocimientos religiosos y aunque poseía estos conocimientos porque su madre le había educado para ello consideró que sus principios no le permitían hacer una prueba que consideraba inadecuada. A lo largo de su vida siempre defendió la tolerancia religiosa.

En 1838 define e introduce el término 'inducción matemática' dotando de una base rigurosa a un proceso que se ha había utilizado sin claridad hasta entonces. El término apareció por primera vez en el artículo de De Morgan en la Enciclopedia Penny titulado Inducción (Matemáticas) (A lo largo de los años escribió 712 artículos para Enciclopedia Penny). La Enciclopedia Penny era publicada por la Sociedad para la Difusión del Conocimiento Útil

En 1837 se casó con Sofía Frend quien a su muerte escribió su biografía publicando parte de su correspondencia con algunos de sus colegas que eran también amigos, entre ellos, Hamilton y Babbage. Sofía conocía también a Lady Ada Lovelace, la hija de Lord Bayron, que se interesó vivamente por las matemáticas y para la que De Morgan fue un tutor en esta disciplina. Se cuenta que Babbage, Ada Lovelace y De Morgan formaron una sociedad de apuestas en las carreras de caballos convencidos de que sus conocimientos sobre probabilidad les servirían para ganar el suficiente dinero para financiar la máquina para calcular que había diseñado Babbage. Al poco tiempo se convencieron de que no podían controlar con la probabilidad los sucesivos ganadores.

Escribió libros sobre varios temas, aritmética, álgebra, análisis, lógica, siendo esta última el campo en el que más sobresalió. Una de sus grandes aportaciones, por las que es conocido por los estudiantes de Secundaria, son las leyes que llevan su nombre y que en el Álgebra de sucesos vienen formuladas por:

(A ∩ B)c = Ac U Bc 


(A U B)c = Ac ∩ Bc


De Morgan estuvo siempre interesado en las curiosidades numéricas y escribiendo en 1864 destacaba que había tenido la distinción de tener x años en el año x2 
Problema 1:

¿En qué año ocurrió esa situación?, ¿Cuántos años tenía entonces?
¿Podrías tener vosotros a lo largo de vuestra vida esa propiedad? ¿Quién más, además de Morgan puede tener esa distinción?


Murió el 18 de marzo de 1871 en Londres. En su testamento donó su biblioteca que tenía más de 3000 libros a la Universidad londinense.
Ejemplo 10:


Vamos a calcular la suma 
[image: image40.wmf])

1

·(

1

4

·

3

1

3

·

2

1

2

·

1

1

+

+

×

×

×

+

+

+

=

n

n

S

n


Por la definición obtenemos 
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, etc. Ahora no repetiremos el error del ejemplo 1 afirmando de inmediato que para todo número natural n  es 
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, seamos prudentes y digamos que el análisis de las sumas 
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para todo número natural n. Sabemos que la hipótesis se cumple para n = 1, 2, 3 y 4, para demostrarla recurriremos al método de inducción matemática.
Para n = 1 la hipótesis se cumple pues 
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, supongamos que la hipótesis se cumple para n = k, o sea que 
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donde k es un número natural. Demostraremos que, entonces, la hipótesis es válida para n = k +1, o sea que 
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. En efecto:
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, por consiguiente, según la hipótesis del teorema 
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Observación 1: Es necesario subrayar que en las demostraciones por inducción se deben verificar incondicionalmente ambas condiciones, ya hemos visto que conduce a proposiciones falsas despreciar la condición (2) y vemos a continuación que pasa lo mismo si no verificamos la (1)

Ejemplo 12:

Proposición: Todo número natural es igual al número natural siguiente.

Aplicamos para la demostración el método de inducción matemática. Supongamos que k = k + 1 (1) y demostremos que k + 1 = k + 2 (2). En efecto, agregando 1 a ambos miembros de la igualdad (1) se obtiene (2). Resulta, pues, que si la proposición es válida para n = k, también lo es para n = k +1. De donde parece que se deduce que todos los números naturales son iguales.
El error consiste en que para poder aplicar el principio de inducción se deben cumplir las dos condiciones del mismo y la (1) no se verificado ni puede hacerse.

Cada una de las condiciones verifica su papel en la misma, la (1) crea, hablando figuradamente, la base de la inducción, mientras que la (2) permite ampliar automática e  indefinidamente esta base pasando de un caso particular al siguiente, o sea, de n a n + 1.
Si no se ha verificado la condición (1) no se ha creado la base de la inducción y no tiene sentido aplicar la (2) pues no hay nada que ampliar. Y si se ha verificado la (1) pero no se ha verificado la (2) existe la base pero no tenemos el derecho a ampliarla.

Observación 2: Hemos visto el método de inducción en el caso más sencillo. En situaciones más complejas hay que modificar ligeramente las dos condiciones. A veces la segunda parte de la demostración se basa en que la proposición es válida no sólo para n = k, sino también para n = k – 1. En tal caso la proposición de la parte (1) se ha de comprobar para dos valores sucesivos de n.
También, a veces, en la segunda parte se demuestra la proposición para un valor de n suponiendo su validez para todos los números naturales k menores que n. Otras veces, la proposición se demuestra para todo número entero n mayor que un cierto entero m   ( y no para cualquier número natural). En este caso la primera parte debe consistir en demostrar la proposición para n = m + 1 y, si es necesario para algún otro valor de n.

En el ejemplo 10 analizando 
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 para los  distintos valores de n hemos visto que 
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de donde hemos supuesto que 
[image: image61.wmf]1

+

=

n

n

S

n

comprobándola por el método de inducción. Hemos tenido la suerte de hacer acertado con la hipótesis que queríamos demostrar, de no haber sido así hubiese quedado demostrado en la verificación de la condición  (2).
La paradoja del caballo es una demostración (falsa) de la siguiente proposición: Todos los caballos son del mismo color.

Para ello se usa el principio de inducción matemática. Como caso base, podemos observar que en un conjunto que contiene a un único caballo, todos los caballos son claramente del mismo color. Ahora suponemos que la proposición es cierta para todos los conjuntos de tamaño inferior a n y para los de tamaño n. Si hay n + 1 caballos en un conjunto, retiramos un caballo para obtener un conjunto resultante de n caballos y, por la suposición de inducción, todos los caballos en ese conjunto son del mismo color. Queda demostrar que este color es el mismo al del caballo que hemos retirado. Pero es fácil, lo que tenemos que hacer es devolver el primer caballo, retirar otro y aplicar otra vez el principio de inducción a este conjunto de n caballos. Así todos los caballos en un conjunto de n + 1 caballos son del mismo color. Por el principio de inducción, hemos establecido que todos los caballos son del mismo color.

El fallo en la "demostración" anterior se puede localizar fácilmente si se piensa un poco: realiza la suposición implícita de que los dos subconjuntos de caballos a los que aplicamos la suposición de inducción tienen un elemento común, pero esto falla cuando n =2.

Ejemplo 13:

Consideremos las sumas 
[image: image62.wmf])

1

·(

1

4

·

3

1

3

·

2

1

2

·

1

1

+

+

×

×

×

+

+

+

=

n

n

S

n

 supongamos que analizando 
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para distintos valores de n llegamos a la hipótesis de que 
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La fórmula es válida para n = 1 puesto que 
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, supongamos que es válida para n = k, es decir, 
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y tratemos de demostrarla para n = k + 1, o sea que, 
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. Tenemos que 
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, o sea, un resultado distinto al que pretendíamos demostrar. Es decir, de la validez de la fórmula (1) para n = k, no se deduce su validez para n = k + 1, por lo que la fórmula (1) es falsa.
Por lo tanto el método de inducción  matemática permite determinar la ley general ensayando las hipótesis que surgen rechazando las falsas y validando las ciertas.
Ejemplo 14:

Probaremos la siguiente proposición P(n):  2n ≥ (n + 1)2 para todo n número natural (n
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 N ) tal que n ≥ 6.

1) P(6) es verdadera pues 26 = 64 ≥ 49 = (6 + 1)2
ii) Sea k 
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 N tal que k ≥  6 y supongamos que 2k ≥ (k + 1)2. Vamos a probar que

2k+1 ≥ (k + 2)2.
Como 2k+1 = 2·2k ≥ 2(k + 1)2 por la hipótesis de inducción. Luego basta demostrar que 2(k + 1)2 ≥ (k + 2)2. Desarrollando:

2(k + 1)2 ≥ (k + 2)2  
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 2(k2 + 2k + 1) ≥ (k2 + 4k + 4) 
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 2k2 + 4k + 2 ≥ k2 + 4k + 4 
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 k2 ≥ 2

y  k2 ≥ 2, pues k ≥ 6. Luego hemos probado que 2n ≥ (n + 1)2 para todo n
[image: image74.wmf]Î

 N y n ≥  6.
Ejemplo 15:

Pruebe que para todo número natural n > 1, el último dígito del número 
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Demostración:
Denotando por p(n) la proposición a demostrar, podemos observar que para

n = 2, 
[image: image76.wmf]2

2

2

+ 1 = 17 y la proposición es verdadera.

Suponemos que es cierta la proposición es para n = k, es decir aceptamos que el último

dígito de 
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 + 1 es 7. Hay que demostrar que el último dígito de 
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+ 1) + 2 podemos concluir con la ayuda de la hipótesis inductiva que el último dígito de (
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+ 1) es 4 que luego al restarlos y sumarle 2, se demuestra la proposición

Para llegar a dominar el método como en la mayoría de las áreas de las matemáticas es preciso considerar un número suficiente de ejercicios problemas. Pero antes de empezar:
Curiosidades 

A Euler le parecía que sus símbolos y fórmulas se encargaban de pensar por él. Incluso dijo algo parecido de su lápiz. Y es que en ocasiones parece que los símbolos nos devuelven más de lo que pusimos en ellos, como si fueran más sabios que sus creadores.
Suma y resta

Estamos en el siglo XV y poco a poco se van imponiendo abreviaturas para indicar algunas operaciones matemáticas. Por ejemplo, los italianos utilizaban una p y una m para indicar la suma y la resta (plus y minus, en latín). Sin embargo, acabó imponiéndose la abreviatura alemana + y −. Estos signos se utilizaban originariamente para indicar exceso y defecto en la medida de las mercancías en los almacenes. De hecho, el texto más antiguo que se conoce en el que aparecen estos signos con el sentido de suma y resta es un libro de aritmética comercial del alemán Johann Widman publicado en 1489.


Pese a su uso por los alemanes, parece ser que el signo + tiene origen latino por ser una contracción medieval de la palabra et (la conjunción copulativa "y"), mientras otros derivan el signo menos de una tilde que se superponía a la m de minus.


En cualquier caso, no hay un acuerdo universal: hay quien habla de un origen egipcio, mientras otros derivan el signo menos de una tilde que se superponía a la m de minus.

Sumatorio

El uso de la sigma griega mayúscula se debe a Euler, que empezó a usarla en 1755 con estas palabras "summam indicabimus signo Σ".


Parece claro que el ser sigma la letra griega equivalente a la 's' de suma está en el origen de su elección.

En general se denota

[image: image84.png]



donde:

S: magnitud resultante de la suma.

t: cantidad de valores a sumar.

k: índice de la suma, que varía entre h y h + t

h: punto inicial de la sumatoria

h + t: punto final de la sumatoria

nk: valor de la magnitud objeto de suma en el punto k
Si se quiere expresar la suma de los cinco primeros números naturales se puede hacer de esta forma: 
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Producto

Muchos algoritmos para obtener productos y proporciones hacían uso, en los viejos tiempos de la aritmética, de la cruz de San Andrés (el aspa). Quizá por ello Oughtred, allá por 1631, la eligió como símbolo para sus multiplicaciones y pronto otros autores siguieron su ejemplo.


Pero no todos: Leibniz, en 1698, le escribió a John Bernoulli: "no me gusta x como símbolo para la multiplicación, pues se confunde demasiado fácilmente con x; ... a menudo relaciono dos cantidades con un punto interpuesto, e indico la multiplicación mediante a·b". Es decir, que Leibniz, para evitar confusiones, señalaba de la misma manera proporciones y productos, con un sencillo punto.


Me pregunto si habrá alguna razón para que nos empeñemos en enseñar a los niños a utilizar el aspa y después, cuando ya están acostumbrados, les digamos que se olviden y que utilicen el punto. ¿Quizá es otro caso de recapitulación embriológica?


Otra posibilidad  para indicar el producto es no poner nada en absoluto entre los factores, como cuando escribimos xy para indicar 'x por y'. Descartes, cuando en la página 7 de su Geometrie fija la notación que va a utilizar, dice: "Et ab, pour les multiplier l'vne par l'autre". Lo que no sé es si fue el primero en utilizar esta notación. 


Análogamente se definiría el “Productorio” o Producto continuo

La letra pi minúscula (π) fue utilizada por Ruffini para indicar factoriales. Con el tiempo, este uso pasó a la pi mayúscula (Π). 

Así, Gauss escribía Π(n) para indicar "n factorial". Pero además, en 1812, inició el uso de la mayúscula Π para indicar productos continuos, por razones obvias.

Así 
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Consideremos los números impares sucesivos en orden creciente: 1, 3, 5, 7, … Indiquemos por 
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el tercero, etc. es decir 
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,…. La fórmula que relaciona el número impar 
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con su subíndice n es an = 2n – 1 (se puede demostrar por inducción). Análogamente la de los números pares será an = 2n.
Ejercicio 1:

Hallar la suma de los n primeros números naturales Sn = 1 + 2 + 3 +…+ n = 
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Anécdota histórica: Corría el año 1789. Carl Friedrich Gauss, que algún día llegaría a ser un gran matemático y físico, tenía sólo nueve años. Cierta mañana, su profesor, que quería mantener ocupados a los niños durante un rato, les mandó sumar los cien primeros números. Apenas había terminado de asignar la tarea cuando Gauss se levantó y entregó su pizarra. Sobre la pizarra había un único número: 5050. Resultó que 5050 era precisamente la suma de los números desde uno hasta cien. ¿Cómo había encontrado la solución tan rápido? (Intenta resolverlo antes de continuar).

Gauss se dio cuenta de algo curioso. La suma que había que hacer era: 1 + 2 + 3 +…+ 100, que puede llevar bastante tiempo si se hace en ese orden, pero si se suman el primero y el último número, se obtiene 101. Lo mismo ocurre si se suma el segundo con el penúltimo y el tercero con el antepenúltimo, y así sucesivamente. Se puede ver que todas esas sumas tienen el mismo resultado.

1 + 100 = 101, 2 + 99 = 101, 3 + 98 = 101,…, 49+52 = 101, 50 +51 = 101. Puesto que hay evidentemente 50 parejas cuya suma es 101, el resultado de la suma desde uno hasta cien es 50 · 101 = 5050. Esta manera de enfrentarse al problema es un excelente ejemplo de solución elegante.

Números triangulares
Ejercicio 2:
Calcúlese la suma de los n primeros números impares: 
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(Sugerencia 
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La solución, debida a Pitágoras, se visualiza fácilmente de la siguiente manera:
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Números cudrados

El esquema geométrico que muestra la figura siguiente manifiesta a relación entre los números triangulares y los cuadrados:  
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Cn = Tn + Tn-1  (Teorema de Teón)
Puedes comprobar la igualdad de forma algebraica 
	 

 

 

 

 

 

 

 

NÚMEROS POLIGONALES
	TIPO
	ORDEN

	
	
	1
	2
	3
	4
	5

	
	TRIANGULARES
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	1
	3
	6
	10
	15

	
	CUADRADOS
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	PENTAGONALES
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	1
	5
	12
	22
	35

	
	HEXAGONALES
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	1
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En el principio fue...Pitágoras
Sin duda a Pitágoras le debemos el nacimiento de las Matemáticas como ciencia. De hecho el término Matemáticas se lo debemos él.

Podemos resumir la deuda de la Humanidad con los pitagóricos en estos cuatro puntos:

· Proporciona la primera visión cosmológica del universo físico 

· Afirman que la esencia del mundo físico es matemática 
· Colocan al número natural como origen, fundamento y explicación de todas las cosas 

· Son los responsables de la organización del saber en las 4 ramas que perdurarán hasta los tiempos de Newton: Aritmética, Geometría, Música y Astronomía. El famoso cuadrivium medieval.
Los números 1, 2, 3 y 4 constituyeron el TETRACTUS. El juramento pitagórico era, al parecer: 
Juro en el nombre del tetractus que ha sido conferido a nuestras almas. La fuente y las raíces de la naturaleza, eternamente fluyente, están contenidas en él 
Los cuatro números del tetractus suman 10 que era el número ideal y simbolizaba al universo. 

Pero los matemáticos les debemos algo más importante: el nacimiento de la Teoría de Números. Filolao, un siglo después de Pitágoras llegó a afirmar:

"Todas las cosas que pueden ser conocidas tienen número; pues no es posible que sin número nada pueda ser conocido ni concebido".

Los pitagóricos consideraban a los números como los componentes últimos de los objetos materiales. Más o menos como nuestros átomos. 

Seguramente a esta concepción más materialista debamos la existencia de los números triangulares y de los números poligonales desde los albores de la Matemática.

Los números poligonales o figurados. 

Un problema con más de 2.000 años

Las expresiones «números triangulares» o «números cuadrados» no son meras metáforas sino que esos números son, efectivamente, ante el espíritu y ante los ojos de los pitagóricos, triángulos y cuadrados.

· Así tres puntos formarán un triángulo. Si a estos tres puntos les añadimos otros tres seguimos teniendo un triángulo, y lo mismo ocurre si a éste le añadimos cuatro puntos. 

· Es decir los números 1, 3, 6, 10, 15... son números triangulares. 

· De forma mucho más clara con los números 4, 9, 16, 25... podemos formar cuadrados. Junto al 1 constituyen los números cuadrados 
· Siguiendo con esta visión geométrica, es inmediato descubrir los números pentagonales: 1, 5, 12, 22... O los hexagonales: 1, 6, 15, 28... 

· En todos los casos las series numéricas son sumas parciales de los primeros términos de progresiones aritméticas cuyo primer término es siempre 1 y cuya diferencia es r. Siendo r el número de lados del polígono asociado a la serie menos dos unidades, es decir, r = 1 para números triangulares, r = 2 para cuadrados, r = 3 para los pentagonales... 

· Lo que viene a demostrar, que sin ningún apoyo algebraico, y utilizando exclusivamente modelos geométricos, los pitagóricos dominaban los métodos para sumar progresiones aritméticas simples del tipo [image: image123.png]
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y seguramente del tipo [image: image125.png]



· Esta visión geométrica les permitió obtener los primeros resultados generales sobre propiedades de los números naturales y poligonales. 

· Algunos evidentes, al fin y al cabo eso es lo que significa la palabra griega "teorema", lo que se contempla, lo que se ve; aunque nada simples si los miramos con ojos exclusivamente aritméticos 

1. Los primeros teoremas geométricos. Conocemos a Hipsicles, Teón de Esmirna, Nicómaco de Gerasa y Boecio. 

· El tema se convirtió en uno de los tópicos pitagóricos más habituales. Fue tratado por Pseusipo y Filipo (en la Academia platónica), así como por Hipsicles quien durante un tiempo fue honrado al ser llamados los números poligonales como Números de Hipsicles. Teón de Esmirna realizó una descripción bastante desarrollada de los números poligonales, que incluye algunos de los teoremas generales anteriores en su obra Cuestiones útiles en Matemáticas para la lectura de Platón. 

· Aunque no llegaran a efectuar demostraciones generales de las relaciones entre los distintos tipos de números poligonales, sembraron la semilla de la curiosidad en un campo abonado. Un campo que va reclamar la atención de matemáticos de todas las épocas. 

 
¿Cuánto suman los n primeros cubos? La sorpresa de Nicómaco 

· Nicómaco de Gerasa (s. I d. de C.) en su Introducción a la Aritmética llegó a descubrir resultados generales de interés como el hecho de que el cubo de todo número entero n, es la suma de n números impares consecutivos: 

13 = 1; 23 = 3+5; 33 = 7 + 9 + 11; ... Y por tanto

13 + 23 + 33 +...+ n3 = 1 + 3 + 5 + 7 +...+ n(n + 1) − 1 = (1 + 2 + 3 +...+ n)2 = (Tn)2
· A pesar de contar con un modelo geométrico claro, la obtención de fórmulas algebraicas generales para obtener directamente estos números ya no es tarea tan simple. La obra de Nicómaco va a suponer un cambio radical en el estudio de estos números, la simple generalización empírica de la verificación aritmético–visual es reemplazada por proposiciones rigurosamente demostradas casi al estilo euclídeo. 
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1. La Edad Media. La herencia de Diofanto y Boecio. Los teoremas generales. 

· Diofanto de Alejandría ( s. III d. de C) además de su famosa Aritmética, escribió otro libro, del que por desgracia sólo se conservan fragmentos, sobre los números poligonales, en el que la idea de su construcción se extiende al espacio, haciendo su aparición los números piramidales, que se obtienen apilando en capas los sucesivos números poligonales de un mismo orden. 

· Los números piramidales de base triangular se obtienen a través de las sumas parciales de los números triangulares, también se les conoce como números tetragonales. Son: 1, 4, 10, 20... 

· Los piramidales cuadrados son: 1, 5, 14, 30... 

· Los de base pentagonal: 1, 6, 18, 40... 

· Pero la pervivencia de la curiosidad por estos números en la Edad Media se la debemos a Boecio, cuya principal obra matemática, la Aritmética, va a constituir una de las escasas fuentes de alimentación de las matemáticas hasta la llegada de las traducciones de las obras griegas realizadas por los sabios islámicos. 
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Manuscrito medieval representando los números poligonales
 

 

Su traducción a una tabla moderna

	Números
	N 

D 
	1
	2
	3
	4
	5

	Triangulares
	3
	1
	3
	6
	10
	15

	Cuadrados
	4
	1
	4
	9
	16
	25

	Pentagonales
	5
	1
	5
	12
	22
	35

	Hexagonales
	6
	1
	6
	15
	28
	45

	Heptagonales
	7
	1
	7
	18
	34
	55


 

· Ahora es fácil comprobar que la relación de los números cuadrados con los triangulares, 

Cn = Tn + Tn-1 , es un caso particular de una ley más general:

"Todo número poligonal es la suma del poligonal del mismo orden y de una dimensión inferior más el nº triangular de orden inferior". Teorema de Nicómaco
Nd,n = Nd-1,n + Tn-1
1. El Renacimiento. Bachet y su famosa edición de la Aritmetica de Diofanto (1621). 

G.Bachet de Meziriac publicó en 1621 la obra de Diofanto con interesantes apostillas sobre números poligonales, que inspiraron los bellos descubrimientos de Fermat sobre la materia.

· La descomposición triangular 

Nd,n = Tn + (d -3) Tn-1.

· De donde es elemental obtener la fórmula algebraica general: 
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Pero a Bachet le debemos otra gran contribución en forma de teorema:

"Todo número natural puede ser expresado como la suma de cuatro cuadrados de números enteros"

Teorema demostrado por Lagrange en 1770

Siguiendo esta senda Waring conjeturó que todo número natural se puede representar como la suma de 4 cuadrados, 9 cubos, 19 potencias cuartas...

La demostración se la debemos a Hilbert en 1909.

1. Descartes y los números piramidales 

Descartes en su tratado Progymnasmata de Solidum Elementis va a recuperar los números piramidales e hiperpiramidales descubriendo tanto los gnomons que permiten su formación como las fórmulas generales de los mismos. También realiza un estudio profundo sobre los números figurados sólidos basados en los poliedros regulares.

2. Pero, ya puestos, acabemos la historia. El gran reto de Pierre de Fermat. 

"Todo número entero puede expresarse mediante suma de, a lo sumo, n números n-gonales".

· Esta conjetura es una generalización de otra recogida ya en la edición de la Aritmética de Diofanto de Bachet: "Todo número es suma de cuatro números cuadrados" 

· Fermat dice que lo demostró por el método de descenso infinito, para los cuadrados 

· Euler lo intenta sin éxito 

· Lagrange (1770) demuestra que todo número entero se puede expresar mediante la suma de, a lo sumo, cuatro cuadrados. 

· Gauss (1796), Disquisitiones Aritmeticae ¡¡Eureka: N = 
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· La anotación de Gauss en su diario responde a la alegría de haber encontrado una demostración para el caso particular de números triangulares: 

N = 
"Todo número entero es suma de, a lo sumo, tres números triangulares".

· No se quedó ahí, en sus Disquisiciones Aritméticas, publicadas cinco años después de esta anotación, Gauss, nos brinda la demostración no solo para números triangulares sino también nos demuestra que todo número entero es suma de, a lo sumo cuatro números cuadrados, por una vía completamente distinta a la de Lagrange. 

Disquisitiones Aritmeticae

293. Las disquisiciones precedentes también proporcionan una demostración del famoso teorema que dice que todo entero positivo se puede descomponer en tres números triangulares, como hace tiempo fue descubierto por Fermat, pero cuya demostración rigurosa ahora se ha logrado.

· No habrá que esperar mucho tiempo para ver demostrada la conjetura general. Sería en 1815 en una de las dos memorias que Augustin-Louis Cauchy presentó a la Academia de Ciencias de París. 

Tras más de dos milenios, los, en apariencia ingenuos, números poligonales de la escuela pitagórica contribuían a consagrar de manera definitiva a dos de los grandes matemáticos del Siglo XIX.

 

SIGLO XVII. La fiebre de las series

La suma de los inversos de los números triangulares

Cuando Leibniz llega a París, con su máquina de calcular debajo del brazo, con fama de abogado y diplomático brillante y con mucho éxito con las damas en los salones de la época, no tenía aún una base matemática sólida. Lejos quedan todavía los años de fundación del cálculo.

Leibniz pidió a Huygens que le introdujera en los círculos científicos del París de ls época. Y éste le puso un examen previo, una especie de selectividad para acceder a su petición. Le planteó que calculase la suma de esta serie, que curiosamente tiene que ver con los números triangulares: 
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 Leibniz, que a pesar de su escasa formación, era un genio, dio la respuesta de forma ingeniosa:

Calculó, no la suma, sino su mitad:

1/2 · S = 1/2 + 1/6 + 1/12 + 1/20 +... =

= (1 − 1/2) + (1/2 − 1/3) + (1/3 − 1/4) + (1/4 − 1/5)... =

= 1 − 1/2 + 1/2 − 1/3 + 1/3 – 1/4 + 1/4 − 1/5... = 1

Luego S = 2
Y los medios científicos y matemáticos parisinos abrieron sus puertas de par en par a Leibniz y quizás gracias a ello, pudo nacer el cálculo diferencial e integral.

El problema de Basilea. Los malditos inversos de los cuadrados...

Si la suma de los inversos de los números triangulares constituyeron un problema fácil para Leibniz, no ocurrió lo mismo con la suma de los inversos de los números cuadrados.

1+ 1/4 + 1/9 + 1/16+... = ?

En apariencia la solución debe ser tan simple como la de los triangulares. Y así lo pensaron los Bernoulli, pero pronto se dieron cuenta que algo iba mal.

La serie llegó a obsesionar a Jakob Bernoulli, que llegó a anunciar públicamente este grito de socorro:

"Grande será nuestra gratitud si alguien encuentra y nos comunica lo que hasta ahora ha escapado a nuestros esfuerzos"

¿Quién podría acudir a esta llamada de socorro? Solo una persona: el genial Euler

666 es el 36º número triangular, suma de los primeros 36 números naturales. 666 = 1 + 2 + 3 +…+ 36. Como 36 es a la vez cuadrado y triangular, 666 es el sexto número de la forma n2(n2 + 1)/2 (cuadrados triangulares) y el octavo número de la forma n(n + 1)(n2 + n + 2)/8 (números doblemente triangulares, los cuadrados de sus elementos son a la vez números triangulares). 

Ejercicio 3:

Demostrar que la suma de los n primeros números naturales pares es igual a n(n +1) ¿Cómo sería la visualización geométrica?

Ejercicio 4:
Calcular la suma 
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(Sugerencia 
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Ejercicio 5:

Demostrar que la suma de los cuadrados de los n primeros números naturales 
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Ejercicio 6:

Demostrar que la suma de los cuadrados de los n primeros números naturales impares 
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Ejercicio 7:

Demostrar que la suma de los cubos de los n primeros números naturales 
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Ejercicio 8:

Demostrar que 
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Ejercicio 9:
Demostrar que para todo número natural mayor o igual que 2 (n ≥ 2) o bien es primo o bien puede ser factorizado como producto de primos.
Ejercicio 10:
Demostrar que  la suma de los ángulos interiores de un polígono convexo de n lados es 180º·(n – 2) 
Ejercicio 11:

Calcular el número de intersecciones de n rectas en el plano, tales que dos cualesquiera de ellas no son paralelas y tres cualesquiera de ellas no tienen un punto en común.
Ejercicio 12:

Demostrar que el número de diagonales de un n-polígono convexo es igual a 
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Ejercicio 13:

Demostrar mediante el principio de inducción matemática la validez de la siguiente expresión: 
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para n ≥ 2

Ejercicio 14:

Demostrar mediante el principio de inducción matemática la validez de la siguiente expresión: 
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 para n ≥ 2

Ejercicio 15:
Determinar para que valores de n 
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 N es verdadera la desigualdad  2n > n2 + 4n + 5. 

Ejercicio 16:

Determinar si el producto de 3 números impares consecutivos es divisible por 6.
Ejercicio 17:
Demostrar que para cualquier número natural n se cumple que n3 − n es divisible por 6.
SOLUCIONES:
Problema 1: Tenía 43 en 1849. L@s nacid@s en 1980 puede reclamar la misma distinción; en 2025 tendrán 45 años
Ejercicio 1:
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Ejercicio 2: n2 

Ejercicio 3: Un rectángulo de lados n y n +1

Ejercicio 4: Sn = 2n – 1 
Ejercicio 9: La proposición es verdadera par n = 2, la suponemos cierta para todos los valores menores o iguales que un cierto valor k (n ≤ k) y la vamos a demostrar para n = k + 1, pues bien si k + 1 es primo ya esta vista la proposición y si no es primo es compuesto y se puede poner como producto de dos números más pequeños y a cada uno de estos factores se les puede aplicar la hipótesis de inducción.
Ejercicio 11: 
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Ejercicio 15: A partir de n = 7.
Ejercicio 16: Sea p(n) = (2n − 1)(2n + 1)(2n + 3). Queremos determinar si p(n) es divisible por 6 y si se cumple para todo n 
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 N.

Vemos que p(1) : 1 · 3 · 5 = 15 que no es divisible por 6. Luego p(1) es falso. Se puede continuar calculando p(2); p(3); p(4);… y vemos que ninguno cumple la condición de que sea divisible por 6. Es fácil ver que (2n – 1(2n + 1)(2n + 3) = 8n3 + 12n2 − 2n − 3 = 2(4n3 + 6n2 − n − 1) − 1 luego este número es de la forma 2j − 1 que es un número impar y por lo tanto no es divisible por 6.
Ejercicio 18: La propiedad es cierta para n = 1: 13 − 1 = 0 que es divisible por 6 y, suponiendo que la propiedad es cierta para n = k, es decir, que k3 − k es divisible por 6: k3 − k = 6p hay que probar que se cumple para n = k + 1. Operando: (k+1)3 −(k+1) = 
k3 + 3k2 + 3k + 1 – k −1 = k3 + 3k2 + 2k = (k3 −k) + 3k2 + 3k = 6p + 3k(k+1) y teniendo en cuenta que el producto de un número por su siguiente es múltiplo de 2, ya que alguno de ellos es par, se cumple que: (k + 1)3 − (k + 1) = 6p + 3k(k + 1) = 6p + 3·2q = 6(p + q) de donde se concluye que es múltiplo de 6 y la propiedad es cierta para n = k + 1. Entonces, por el principio de inducción matemática, la propiedad es cierta para cualquier número natural.
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