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Problema 1:

Sean 
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 tres números reales. Probar que:
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¿Cuándo se da la igualdad?

Solución:

Observamos que 
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, ya que esto es equivalente a escribir 
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. Esta última desigualdad es cierta ya que un número elevado al cuadrado es siempre mayor o igual que 0. Y la igualdad se da si 
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Análogamente tenemos que 
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Y la igualdad se da si 
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Problema 2:

Demostrar que en un conjunto de 
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 personas hay al menos dos que tienen el mismo número de amigos.

Nota: la amistad es simétrica (si 
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 es amigo de 
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, entonces 
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 es amigo de 
[image: image15.wmf]a

)

Solución:

Supongamos que existe una persona que no es amigo de nadie. Observamos que entonces cada persona puede tener 
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 ó 
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 amigos; esto es, 
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 posibilidades. Como hay 
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 personas, al menos dos deben tener el mismo número de amigos
.

En caso contrario. Vemos que cada persona puede tener 
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 posibilidades. Como hay 
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 personas, al menos dos deben tener el mismo número de amigos.

Problema 3:

a) ¿Podemos trazar 2008 segmentos en el plano de forma que cada uno de ellos corte exactamente a otros dos?

b) ¿Podemos trazar 2008 segmentos en el plano de forma que cada uno de ellos corte exactamente a otros tres?

c) ¿Podemos trazar 2009 segmentos en el plano de forma que cada uno de ellos corte exactamente a otros tres?

Solución:

a) Sí. Un polígono regular de 2008 lados cumple con los requisitos.

b) Sí. Primero vemos que en un conjunto de 4 segmentos que se cortan los 4 en el mismo punto, se cumple que cada segmento se corta exactamente con otros 3. Como 
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, solo tenemos que trazar 1002 de estos conjuntos, separados entre sí.

c) No. Ya que si así fuera, cada uno de los 2009 segmentos se cortaría con otros 3, luego 
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 sería dos veces el número de cortes (cada corte lo hemos contado dos veces). Pero esto es imposible ya que 
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Problema 4:

Sea 
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 un triángulo equilátero. Sea 
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 un punto interior del triángulo. Probar que existe un triángulo cuyos lados son 
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Solución:

Hay que probar que 
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 (y análogamente para 
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Primero vemos que 
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 un punto interior del triángulo.

Considerando el triángulo 
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 observamos que 
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Problema 5:

Sean 
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 corta al eje X en dos puntos 
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 distintos entre sí. Sea 
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 el punto de corte de la parábola con el eje Y.
a) Probar que 
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Sea 
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 el punto de corte del eje Y con la circunferencia 
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 que pasa por 
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b) Demostrar que 
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 es un punto fijo al variar 
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Solución:

a) Si fuera 
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[image: image52.wmf]n

mx

x

+

+

2

 no pasa por 
[image: image53.wmf](

)

0

,

0

 ya que 
[image: image54.wmf]0

¹

n

.
b) Sabemos que la ecuación 
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 tiene dos raíces reales, llamémoslas 
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La potencia del punto 
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 respecto a la circunferencia 
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Problema 6:

 Sean 
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 tres números reales tales que el polinomio 
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 tiene tres raíces reales. Probar que:
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¿Cuándo se da la igualdad?
Solución:

Sean 
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 las tres raíces reales. Se tiene:
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Y de aquí:


[image: image73.wmf]3

2

1

a

a

a

-

-

-

=

a



[image: image74.wmf]1

3

3

2

2

1

a

a

a

a

a

a

+

+

=

b


Luego lo que nos piden es equivalente a probar que:
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Operando:
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Y nos queda:
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Desigualdad que ya probamos en el problema 1. La igualdad se da si 
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Problema 7:

Sean 
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 números naturales distintos dos a dos, y menores que 
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.
a) Demostrar que al menos dos de ellos son primos entre sí
.

b) Demostrar que uno de ellos divide a otro.

Solución:
a) Es fácil ver que hay al menos dos números que son consecutivos. Ya que en caso contrario todos estos números serían distintos:
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Lo cual es imposible ya que son 
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Y como dos números consecutivos son siempre primos entre sí, ya está probado.
b) Reescribamos:
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Es claro que 
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� Aunque no se pida, normalmente en todos los problemas de desigualdades se espera que se diga cuándo se da la igualdad.


� Esto es lo que se conoce como principio del palomar.


� Para los que no conozcan lo que es la potencia de un punto respecto a una circunferencia, también podíamos haber probado que el punto � EMBED Equation.3  ��� es el centro de � EMBED Equation.3  ���. Y que � EMBED Equation.3  ���.


� Dos números enteros son primos entre sí si su máximo común divisor es 1.
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