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1.- LA TOPOLOGIA

Prólogo

Según una leyenda, la fundación de Cartago fue obra de un grupo de fugitivos de la ciudad fenicia de Tiro, que hacia el siglo IX a.C. alcanzaron la entonces floreciente ciudad de Cambé y solicitaron al rey libio–fenicio Yarba autorización para establecerse allí. Contestó éste accediendo a concederles la extensión de terreno que pudiera abarcar una piel de buey. Entonces Dido, reina de los fugitivos, ordenó partir la piel de buey en estrechas tiras que unió para formar un largo cordón y con éste puedo acotar una extensión de terreno suficiente para formar la colonia.

Ningún matemático griego pensó en sacar más partido de este problema. Para nuestro tiempo es natural pensar qué hubiera ocurrido si llamándose a engaño el rey Yarba hubiera exigido como condición suplementaria que la piel no hubiese quedado “desconexa”, esto es, prohibir toda posibilidad de coser o anudar lo rasgado. ¿Podría en estas condiciones acotarse un terreno de consideración? La respuesta es afirmativa, y a ella se llega teóricamente por deducciones topológicas.

A un ocioso de una ciudad alemana, Königsberg, se le ocurrió un día una extraña pregunta inútil, cuyo único interés parecía estar basado en lo difícil que parecía contestarla: ¿podría planear un paseo que cruzase los siete puentes sobre el río Pregel, que unían las diversas zonas de la ciudad y la isla situada en medio? La pregunta corrió de boca en boca y de cabeza en cabeza sin respuesta, hasta que vino a posarse sobre la de Euler. Allí anidó y después de un período de incubación dio nacimiento a una de las ramas importantes de la matemática, la Topología.
 TOPOLOGIA : (http://es.wikipedia.org/) Rama de las matemáticas que estudia las propiedades de las figuras geométricas o los espacios que no se ven alteradas por transformaciones continuas, biyectivas y de inversa continua (homeomorfismos). Es decir, en topología está permitido doblar, estirar, encoger, retorcer... los objetos pero siempre que se haga sin romper ni separar lo que estaba unido (la transformación debe ser continua) ni pegar lo que estaba separado (la inversa también debe ser continua). Por ejemplo, en topología un triángulo es lo mismo que un cuadrado, ya que podemos transformar uno en otro de forma continua, sin romper ni pegar.

Pero una circunferencia no es lo mismo que un segmento (ya que habría que partirla por algún punto). Un chiste habitual entre los topólogos (los matemáticos que se dedican a la topología) es que «un topólogo es una persona incapaz de distinguir una taza de una rosquilla».




Salvador Dalí : La persistencia de la memoria. MOMA New Cork
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Pocos  de los conceptos habituales de la geometría, como «ángulo», «línea recta», «área», ... tienen sentido en topología. Entonces ¿para qué sirve la topología? Observemos la siguiente imagen.





Es un plano del metro de Madrid. Aquí están representadas las estaciones y las líneas de metro que las unen. Pero no es geométricamente exacto. La curvatura de las líneas de metro no coincide, ni su longitud a escala, ni la posición relativa de las estaciones... Pero aun así es un plano perfectamente útil (de hecho, si fuera exacto sería bastante más difícil de utilizar). Sin embargo este plano es exacto en cierto sentido; representa fielmente cierto tipo de información, la única que necesitamos para decidir nuestro camino por la red de metro: información topológica

Por ejemplo, una circunferencia divide a un plano que la contiene en dos regiones, una interior y otra exterior a la circunferencia. Un punto exterior no se puede conectar a uno interior con una trayectoria continua en el plano sin cortar a la circunferencia. Si se deforma el plano, éste deja de ser una superficie plana o lisa y la circunferencia se convierte en una curva arrugada; sin embargo, mantiene la propiedad de dividir a la superficie en una región interior y otra exterior. Es evidente que la rectitud y las medidas lineales y angulares son algunas de las propiedades que no se mantienen si el plano se distorsiona.

Ramas

Hay dos clases de topología bien diferenciadas:

· Topología primitiva: 

· Un ejemplo de topología primitiva es el problema de los puentes de Königsberg.

· Topología actual: 

· La topología es un campo muy activo de las matemáticas modernas. Un problema famoso de la topología, que sólo ha sido resuelto recientemente, es el determinar el número mínimo de colores distintos necesarios para colorear un mapa corriente de manera que no haya dos regiones limítrofes con el mismo color. En 1976, Kenneth Appel y Wolfgang Haken demostraron, usando un ordenador, que es suficiente con cuatro colores, sin depender del tamaño o del número de regiones.

· La teoría de nudos es una rama de la topología que tiene todavía muchos problemas por resolver. Un nudo se puede considerar como una curva cerrada sencilla, hecha de goma y que se puede retorcer, alargar o deformar de cualquier forma en un espacio tridimensional, aunque no se puede romper. Dos nudos son equivalentes si se puede deformar uno de ellos para dar el otro; si esto no es posible, los nudos son distintos. Todavía no se ha podido encontrar un conjunto completo de características suficiente para distinguir los distintos tipos de nudos.

Veamos algunos problemas de ésta rama de las Matemáticas, algunos sencillos y otros no tanto.

2 .- ALGUNOS PROBLEMAS TOPOLOGICOS

P.1.- LOS PUENTES DE KONIGSBERG

Fue Leonhard Euler quien ideó los grafos como una manera muy potente y elegante de resolver el problema de los puentes de Königsberg. 

Königsberg (hoy Kaliningrado en Rusia) era en tiempos de Euler (siglo XVIII) una ciudad prusiana cruzada por siete puentes. Durante la época se suscitó la cuestión no resuelta de si era posible recorrer toda la ciudad cruzando cada uno de los puentes una y sólo una vez. Si hacemos una representación esquemática de la ciudad vemos que los puentes unen cuatro porciones de tierra. La búsqueda por prueba y error no conduce a ningún resultado. 
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La solución de Euler. El famoso matemático abstrajo los detalles de la forma de la ciudad y sus puentes para quedarse con la conectividad, dando lugar a una de los primeros grafos. El orden de todos los vértices es impar, lo que implica que es imposible recorrerlos pasando una sola vez por cada uno.

Euler realizó una abstracción del problema representando mediante puntos las cuatro porciones de terreno y dibujando un arco entre cada dos puntos por cada puente. Llamó orden de cada vértice al numero de arcos que se reunían en el y se percató que el orden de cada vértice visitado en un recorrido sin saltos ha de ser par (sale un enlace y entra otro) excepto para dos puntos del grafo: aquellos donde se inicia y donde se acaba el recorrido, que han de tener orden impar. Si el vértice donde se inicia y se acaba son el mismo entonces todos los vértices han de ser de orden par.

En el problema de Königsberg el orden de todos los nodos es 3, esto es impar, por lo que quedó claro que no existía solución para el problema. No había un camino que recorriese todos los puentes pasando una sola vez por cada uno de ellos.
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OTROS PROBLEMAS DE GRAFOS Y CAMINOS: 

P.2.- EL CRUCE DE LA RED. 

Se trata de trazar una línea continua a través de la red cerrada de la figura, de modo que dicha línea cruce cada uno de los 16 segmentos que componen la red una vez solamente. La línea continua dibujada no es, evidentemente una solución del problema, ya que deja un segmento sin cruzar. Se ha dibujado solamente a fin de hacer patente el significado del enunciado del problema.
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P.3.- DIBUJANDO SOBRES. DE UN SOLO TRAZO, ¿POSIBLE O IMPOSIBLE?

En la figura tenemos dos sobres ligeramente diferentes ya que el segundo tiene una línea más, que marca la doblez de cierre. ¿Es posible dibujar cada uno de los sobres sin levantar el lápiz del papel, y sin pasar más de una vez por el mismo trazo?
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         De los 8 dibujos de la figura, ¿cuáles pueden dibujarse de un sólo trazo y cuáles no?
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¿Sabrías hacer esto mismo saliendo de algún punto y volviendo al mismo punto?
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Prueba, prueba... en la figura 3 te costará terminar en el punto en que comienzas. La figura 4 es tan fácil de trazar que, a no ser que lo hagas a mala idea, saliendo de cualquier punto llegas al mismo punto sin repetir arcos y recorriéndolos todos, y eso casi sin proponértelo, La figura 2 parece más simple, tiene menos trazos, pero para ella, como para esta figura 6 de sólo tres trazos, 
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los dos problemas propuestos son imposibles de modo clarísimo, trivial, como a veces se dice insultantemente. La figura 5 parece que no hay quien la analice, pero ahí tienes una solución: 
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¿Cuál es el misterio de los arcos de un caso y de otro? ¿Cómo averiguar si un dibujo se puede hacer como se pide y otro no? Y si se puede, ¿cómo encontrar la receta? 

Empecemos por casos sencillos:
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La figura 8 se puede,  pero no se puede salir y llegar al mismo punto. La figura 9 se puede si se sale de A terminando en B y también se puede conseguir si se sale de B terminando en A, pero si salimos de C no se puede. La figura 10 no se puede de ninguna forma. La figura 11 se puede saliendo de cualquier punto y se termina en el mismo punto. Lo que distingue a los vértices es claro. El número de posibles entradas y salidas de ellos, es decir el número de arcos que concurren en cada uno. Aquí están esos números, el grado de cada vértice: 
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¿Y por qué es importante ese número. Entradas y salidas es lo que andamos buscando. Lo que nos atasca en un vértice es la falta de una salida, ¿no? Es cierto, pero tener muchas entradas y salidas no siempre es bueno. La figura 12 tiene más entradas y salidas que la figura 3 y sin embargo la 3 es posible y la 12 imposible. Pensemos en una figura posible de trazar volviendo al mismo vértice de partida. Para cada vértice del recorrido, como no nos paramos en él, resulta que entramos tantas veces como salimos, naturalmente por arcos 

[image: image14.png]Fig. 12




distintos. Así, cada vértice es de grado par. El primero también pues volvemos a terminar en él. 

Así, si una figura es posible terminando en el mismo vértice de salida tiene que tener todos los vértices de grado par. 

¿Aclara esto nuestro problema totalmente? ¡Aún no! ¿Resultará que si todos los vértices son de grado par podemos hacer un recorrido llegando a terminar en el vértice de salida? Veamos. Lo que es seguro es que nunca nos atascamos en nuestro camino si no es en el vértice de salida S, pues como cada vértice es de grado par, al entrar en uno que es distinto de S por primera vez nos queda un número impar de arcos de salida, es decir, por lo menos un arco, al entrar por segunda vez nos queda de nuevo un número impar, pues hemos usado tres arcos que concurren en ese vértice; así, siempre que entremos podremos salir. Por tanto, caminando por nuestra figura al buen tuntún saliendo de S sólo nos atascamos estando en S de nuevo. Si hemos recorrido toda la figura ya tenemos nuestro problema resuelto. ¿Y si no la hemos recorrido? Si en nuestro camino C nos faltan arcos por recorrer, lo cierto es que podemos proceder así para ampliar nuestro camino y hacer uno más grande que siga verificando las reglas del juego. Cuando lleguemos al primer vértice S1 del que salen arcos que no estén recorridos, vamos por ellos. Como antes, no nos podemos parar si no es en S1. Ahora, cuando en S1 están recorridos todos los arcos que salen de él, seguimos a partir de S1 por el camino inicial C hasta llegar al primer vértice S2 en el que concurran arcos que no están recorridos ni en el camino C ni en la ampliación que acabamos de hacer. Así, acabamos por recorrer todos los arcos. 

Por tanto, si todos los arcos son de grado par, la figura propuesta es posible y además tenemos la receta para trazar el camino pedido. ¡Además esta receta nos dice que el vértice de salida, que puede ser cualquiera, es necesariamente el mismo que el final! 

¿Y si hay vértices impares? Observa de nuevo la figura 9. 

[image: image15.png]



Si sales de A o de B, consigues hacerla, pero si sales de C, no. Los vértices A y B son impares, el C es par. ¿Qué misterio es éste? Lo que antes nos condujo a la solución nos puede indicar la forma de proceder ahora. En un trazado como el que tenemos que hacer hay un vértice inicial, un vértice final y todos los demás de paso. Pero un vértice de paso (ni inicial ni final) tiene tantos arcos de entrada como de salida, es decir, es de grado par. Por tanto si una figura admite un trazado como el que se pide, todo vértice de paso ha de ser par. Pero los vértices de paso son todos menos dos. Por tanto, si una figura tiene más de dos vértices impares, es imposible.

 Por otra parte, si una figura tiene dos vértices impares, está claro que si intentamos trazarla según las reglas, tendremos que salir de uno de los vértices impares e intentar terminar en el otro vértice impar. 

Sólo nos queda una cuestión para tener nuestro problema resuelto totalmente. Si una figura tiene dos o sólo un vértice impar, ¿será posible?,  Lo que hasta ahora sabemos nos puede aclarar las cosas. Si una figura tiene uno o dos vértices impares, salimos con decisión de uno de ellos S. No nos podemos atascar en ningún vértice par, pues si entramos podemos salir de él, ni tampoco en S, pues al salir gastamos uno de sus arcos y así le quedan después un número par de ellos y, por tanto, si volvemos a entrar podemos salir. Como acabamos por atascarnos (sólo hay un número finito de arcos) queda claro que nos atascamos en el otro vértice impar, lo cual demuestra que no puede haber un solo vértice impar.

 Ahora nos preguntamos: ¿hemos recorrido con este camino C toda la figura? Si es así, enhorabuena, ya tenemos nuestro problema resuelto. ¿No? Entonces procedemos como antes. Salimos de S por el camino C hasta llegar al primer vértice S1 del que salen arcos no recorridos del camino C. Observa que a todos los vértices que tienen aún arcos no recorridos en C les falta un número par de arcos por recorrer. Así, saliendo de S1 por arcos que no están en C no nos atascamos en ningún vértice distinto de S1. Así llegamos a S1 por un camino C1 de arcos que no están en C habiendo recorrido todos los arcos de S1 que no estaban en C. Ahora podemos continuar por C hasta llegar al primer vértice S2 que tiene arcos que no están en C ni en C1. Procedemos igual, y de este modo acabamos por recorrer todos los arcos de la figura. 

Puedes practicar el método proponiéndote figuras posibles complicadas y desafiando a algún amigo a trazarlas. Por ejemplo, las siguientes. 
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P.5.- LOS VECINOS BELICOSOS   (http://www.acanomas.com/)

Se dice que tres vecinos que compartían un pequeño parque, como se ve en la ilustración, tuvieron una riña. El dueño de la casa grande, quejándose de que los pollos de su vecino lo molestaban, construyó un camino con cerca que iba desde su puerta a la salida que está en la parte inferior de la ilustración. Después el hombre de la derecha construyó un camino hasta la salida de la izquierda, y el hombre de la izquierda construyó un camino hasta la salida de la derecha.

Ninguno de estos caminos se cruzaban. ¿Puede dibujarlos correctamente?
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P.6.- LAS TRES CASAS Y LOS TRES POZOS Y OTROS PARECIDOS
Empecemos por uno fácil : Dados cuatro puntos en el plano A,B,C,D, unir cada uno a los otros tres mediante líneas rectas o curvas del plano que no se crucen. Cada línea debe contener sólo dos de los puntos. Piensa. Fácil ¿no? 

La solución es :
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        Ahora un poco más difícil. Dados cinco puntos en el plano, unir cada uno a los otros cuatro por líneas que no se crucen.
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Prueba un rato. Parece más difícil ¿no?..

Vamos ahora al de las tres casas y los tres pozos : 

Se dibujan tres casas y tres pozos. Los vecinos de las casas tienen todos el derecho de utilizar los tres pozos. Como no se llevan bien en absoluto, no quieren cruzarse jamás. ¿ Es posible trazar los nueve caminos que juntan las tres casas con los tres pozos sin que haya cruces ?
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Si no te sale, lo que es muy probable, ¿Qué te parecería tratar de resolverlo sobre una banda de Moebius? . ¿Será mas difícil todavía,….ó no?

P.7.- TEOREMA DE LOS CUATRO COLORES

Un poco de historia
En 1852, Francis Guthrie, que había salido hacía poco de la Universidad en Londres, escribió a su hermano, aún estudiante allí, si existiría alguna demostración del hecho, que los impresores de mapas constantemente usaban, de que cuatro colores son suficientes para colorear adecuadamente cualquier mapa. Frederick, su hermano, no supo darle ninguna razón, pero preguntó a uno de los profesores, buen matemático y aficionado, por otra parte, a los rompecabezas y juegos matemáticos.

 Su nombre era Augustus De Morgan. De Morgan no supo demostrarlo, pero fue pasando la bola, que llegó a uno de los más famosos matemáticos del tiempo, Arthur Cayley. En 1878 Cayley propuso el problema como interesante a la London Mathematical Society.

 Apenas un año después, un abogado de Londres, Arthur B. Kempe, publicó un artículo en el que se proponía una demostración de que cuatro colores eran suficientes. La solución de Kempe se dio por buena durante once años. 

En 1890 P. J. Heawood encontró un fallo en el ingenioso y complicado argumento de Kempe. Se entusiasmó Heawood tanto con el problema, que toda su vida la dedicó a estudiarlo a fondo. Por más de sesenta años trabajó en él desde ángulos muy distintos, obteniendo resultados interesantes que hicieron avanzar considerablemente la topología, pero no consiguió resolver el problema original. 
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Varios matemáticos dieron demostraciones que resultaron tener errores, pero lo que sí se logró con el paso de los años y el trabajo de tanta gente, fue demostrar dos cosas fundamentales:


- Tres colores son insuficientes para colorear todo mapa, es decir, existen mapas que no pueden colorearse de ningún modo usando únicamente tres colores.


- Con cinco colores se puede colorear cualquier mapa correctamente. 

De manera que aunque no se había probado nada respecto a los cuatro colores por lo menos ya se sabía que con tres faltaba y con cinco sobraba, así el número cuatro era el candidato ideal. Había entonces que probarlo o refutarlo.

Algunos matemáticos dudaban de su veracidad :

Si hubiera de atreverme a formular una conjetura, diría que posiblemente existan mapas que exigen el empleo de cinco colores, pero que incluso el más sencillo de ellos tendrá tantas regiones, centenares de miles, posiblemente, que nadie enfrentándose a él, tendría el tiempo ni la paciencia para hacer todas las comprobaciones que serían necesarias para excluir la posibilidad de poderlo colorear con cuatro tintas.
Coxeter, H. M.


- Entre otras cosas se averiguó que para un mapa cualquiera en la superficie de un neumático, siete colores bastan, que para un mapa en la cinta de Möbius bastan seis... 
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¡Problemas aparentemente más complicados fueron pronto resueltos, pero el de Francis Guthrie en el globo ó en el plano hubo de esperar más de cien años la ayuda decisiva del computador! 

En 1950 se sabía que cualquier mapa de menos de 36 países se puede colorear con cuatro colores. En los años cincuenta, Heinrich Heesch, profesor en Hannover, empezó a pensar que las ideas de Kempe, junto con la ayuda del computador, podrían tal vez conducir a una solución, pero, aunque presentía cómo se podría hacer la cosa, aún estaba lejos de la realización de su plan de trabajo. Desde 1950 a 1970 Heesch fue desarrollando las técnicas que han conducido a la solución. El perfeccionamiento y realización de este plan de trabajo ha sido llevado a cabo, desde 1970 a 1976, por Kenneth Appel y Wolfgang Haken, de la Universidad de Illinois.

 Después de muchas horas de pensar y de trabajo y diálogo con el computador, por fin pudieron anunciar, en junio de 1976, que, efectivamente, cuatro colores bastan. 

 (¡124 años después de que se había propuesto el problema!). La computadora tardó 1,200 horas en correr un programa que tenía miles de líneas de largo, y para todos los mapas encontró una coloración en la que a lo más se usaban cuatro colores. ¡El problema había sido resuelto!

¿De verdad? 
Muchos matemáticos aceptaron esto como una prueba irrefutable, pero muchos otros argumentaron que eso no era una demostración matemática, la máquina había comprobado que una gran cantidad de mapas podían colorearse usando a lo más cuatro colores, ¿pero que tal sí existía un mapa, que la computadora no hubiera contemplado, que no podía colorearse de esa forma?

La discusión continuó por veinte años, hasta que en 1996, los matemáticos Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour y Robin Thomas, de la Escuela de Matemáticas del Instituto Tecnológico de Georgia, en Estados Unidos, publicaron una demostración, aparentemente correcta, del "teorema de los cuatro colores". Y así acaba la historia, pues hasta ahora nadie la ha refutado...


[image: image28.emf]
Aquí tenemos unos ejemplos de mapas pintados con cuatro colores :

El mapa siguiente muestra que tres colores no bastan: Si se empieza por el país central a y se esfuerza uno en utilizar el menor número de colores, entonces en la corona alrededor de a alternan dos colores. Llegando al país h se tiene que introducir un cuarto color. Lo mismo sucede en i si se emplea el mismo método.




La forma precisa de cada país no importa; lo único relevante es saber cual país toca cual otro. 




Estos datos están incluidos en el grafo donde los vértices son los países y las aristas conectan los que justamente son adyacientes . Entonces la cuestión equivale a atribuir a cada vértice un color distinto del de sus vecinos.

Aquí te ponemos un ejemplo con el mapa de España. Si quieres puedes intentarlo tú, de otra manera o con otros cuatro colores distintos con el mapa de España que está en blanco.
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Algunas de las falsas demostraciones que se han dado a éste problema se basaban en resolver el siguiente, que aunque parecido al de cuatro colores, dista mucho en dificultad.

P.8.- EL PRINCIPE ORIENTAL Y SUS CINCO HIJOS.

 Moebius en una conferencia que dio en 1840, presentó éste problema en forma de cuento acerca de un príncipe oriental que legó su reino a sus cinco hijos con la condición de que fuera dividido en cinco regiones, cada una de ellas fronteriza con las otras cuatro. ¿Es posible hacer el reparto?

 Este problema es equivalente al siguiente de la teoría de gráficos: 

¿Es posible disponer cinco puntos sobre el plano de manera que sea posible unir cada uno con los otros cuatro mediante líneas rectas que no se corten?

Se podría creer que el teorema de los cuatro sería consecuencia inmediata de éste, pero tal conjetura es errónea. 
JUEGO DE BARR: PARA VER LA DIFICULTAD DEL TEOREMA 
La dificultad para colorear un mapa concreto adecuadamente se pone de manifiesto rápidamente en el siguiente juego ideado por Stephen Barr. Dos jugadores, A y B, se sientan con cuatro lápices de diferentes colores y un papel. El jugador A dibuja una región. El jugador B le da un color y dibuja otra región. Entonces A la colorea y dibuja otra región... Gana quien, a base de mala idea al diseñar las regiones sucesivas, haga que el otro no pueda colorear adecuadamente la región propuesta.

MAPAS BICOLORES

Hay muchos mapas que pueden colorearse con menos de cuatro colores. Naturalmente, en cuanto el mapa tenga al menos dos regiones, un color es insuficiente. Podemos preguntarnos si habrá muchos mapas para los que basten dos colores.

Si nos fijamos en un papel cuadriculado, es inmediato ver que dos colores bastan para colorearlo. Hay que recordar también que estamos trabajando en topología donde las distorsiones no cambian el problema topológico. Con ello no es difícil probar los  resultados siguientes para mapas bicolores.

Todos posibles mapas planos que se formen utilizando sólo líneas rectas, como por ejemplo un damero, pueden colorearse con dos colores. 
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¿Y si las líneas no son rectas? Recordar que estamos en topología.
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P.9.- ¿CUANTOS COLORES?

¿Cuántos colores requieren estos mapas?
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En http://www.millicomperu.com.pe/flaviomoreno/4colores_archivos/libro1_archivos/primeraparte.htm
Pueden verse algunos resultados para mapas que pueden colorearse con dos ó tres colores.

3.- SOLUCIONES A ALGUNOS PROBLEMAS 
EL CRUCE DE LA RED. El problema no tiene solución. 
         En efecto, cada uno de los tres rectángulos mayores de la figura tiene un número impar de segmentos. Como cada vez que se cruza un segmento se pasa de dentro a fuera del rectángulo o viceversa, quiere decirse que en los tres debe de haber una terminación de la línea en su interior para que la línea cruce el número impar de segmentos una sola vez, y como hay tres rectángulos mientras que la línea continua no tiene más que dos extremos, la solución del problema es imposible. 

DIBUJANDO SOBRES. Aunque el segundo parece el más complicado de dibujar, la realidad es que puede dibujarse en las condiciones estipuladas. El primero en cambio, no.

 
 Todo vértice en el que concurren un número impar de líneas ha de ser comienzo o fin del trazado, ya que si no, por cada entrada ha de haber un salida. En la segunda figura, en los vértices inferiores ocurre esto, luego uno puede ser comienzo y el otro fin del dibujo. (Ver figura) 


         En el primer sobre son cuatro los vértices en los que concurren un número impar de líneas; como no puede haber más que un fin y un comienzo, es imposible dibujarlo en las condiciones propuestas.
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EN GENERAL: DE UN SOLO TRAZO, ¿POSIBLE O IMPOSIBLE? Se pueden dibujar de un solo trazo los de la fila superior. Es imposible para los de la fila inferior. 

LOS VECINOS BELICOSOS


Los vecinos belicosos hicieron así sus senderos:
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P.6.- LAS TRES CASAS Y LOS TRES POZOS Y OTROS

Problema de los cinco puntos  : ¡Imposible! Fijate: si colocas cuatro puntos A,B,C,D, los puedes unir como has hccho antes 
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Ahora te preguntas: de entre las regiones del plano que han resultado, ¿dónde podría quedar el quinto punto E de modo que el problema fuese posible? Si está en 1 no se puede unir a C, si está en 2 no se puede unir a A, si está en 3 no se puede unir a B y si está en 4 no se puede unir a D. Así esté donde esté resulta que la tarea es imposible.
En cuanto al de las tres casas y los tres pozos : Pues no: cualquier disposición de las casas, los pozos y los caminos implica la presencia de al menos un cruce
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¿Qué le pasará a este problema en la banda de Moebius?

Si  los granjeros vivieran en la cinta mágica que vamos a construir ahora, el problema se les resolvería fácilmente. 
  
        Coge una tira de papel así 
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Vas a plegar sus bordes MN con PQ, pero antes de hacerlo le das media vuelta al de la derecha. Así 
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A continuación los pegas de modo que Q vaya a M y P a N. Te queda algo como esto que te pinto 
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¡Ahí tienes la cinta de Möbius! ¿Qué tiene de mágico? Coloca tus granjas y tus pozos. Así 
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Trata de resolver ahora el problema de los granjeros caprichosos. Desde A sales por una linea a la misma distancia del borde que A y verás que llegas al punto 3... ¡sólo que por detrás! Así mismo, saliendo de C por una línea a la misma distancia del borde que C verás que llegas al punto 1... ¡también por detrás! 
  
        Completar las otras conducciones es cosa fácil.
  También el problema de los cinco puntos se resuelve de modo parecido sobre la cinta de Möbius. 
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P.8.- EL PRINCIPE ORIENTAL Y SUS CINCO HIJOS.

En cualquier libro de teoría de grafos puede verse la demostración de esta imposibilidad.
P.9.- ¿CUANTOS COLORES?
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