Soluciones

Problema 1. Sea E una elipse y consideremos tres rectas paralelas ri,79 y r3, cada una
de las cuales corta a E en dos puntos distintos. Sean estos puntos A1, B1, As, By y As, Bs,
respectivamente. Probar que los puntos medios de los segmentos A1B1, AsBs y A3Bs
estan alineados.

Solucién 1. El resultado es inmediato en el caso de que la elipse sea una circunferencia.
Esta tres rectas determinan tres cuerdas y sus puntos medios son los puntos de corte
de las rectas con un didmetro perpendicular a todas ellas. En otro caso, pensando
en la elipse como la interseccion de un cono con un plano (el cono de Apolonio), la
proyeccion sobre un plano perpendicular al eje del cono nos da una circunferencia y las
rectas paralelas se proyectan en rectas paralelas.

Solucién 2. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la ecuacion de nuestra
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particulares: en primer lugar la que pasa por el origen, O, y = mx. Por simetria, el
origen serd precisamente el punto medio de los dos puntos en que esta recta corta a la
elipse; a continuacion, consideramos una de las dos rectas tangentes a la elipse con esta
pendiente m en el punto que llamamos P. Si nuestras rectas ri, 19 y r3 tienen pendiente
m ¥y los puntos medios de los puntos de corte con la elipse van a estar alineados, estos
puntos medios deben estar sobre la recta que pasa por O y P.

Tomemos una recta con ecuacion y = mx + ¢ y determinemos sus intersecciones con
la elipse, A y B, con coordenadas respectivas, (xa,ya) v (xB,yB). xA y xp serdn las
soluciones para la ecuacion

elipse es = 1. Entre todas las rectas de pendiente dada m consideraremos dos
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es decir,

(b? +m2a®)a? + (2ma’c)x + a*c® — a*v* = 0,

que vienen dadas por

—2ma?c £ \/(2ma2c)? — 4(b2 + m2a2)(a2c® — a2b?)
2(b%2 + m2a?) ’

una para cada signo. Por lo tanto, si el punto medio tiene por coordenadas (xar,ynr),
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entonces xy = = e =mx c= —————, que estan sobre
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la recta y = y—Mx = —— , que es independiente del valor de ¢ de la recta particular
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elegida.

Yy=mx+c



Solucién 3. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la ecuacion de nuestra
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elipse es — + 5 =1 y que la pendiente comin de r1,72 yr3 esm. La transformacion,
a
f, definida por
Ty
(JZ‘/,y/) = f(‘/l")y) = ( 7)
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convierte la elipse en una circunferencia de ecuacion x> + y?> = 1, y una recta de
., ., , ma
ecuacion y = mx + ¢ en una recta de ecuacion by’ = maz’ + c, es decir, y = —x +

b

c . .
—. Por tanto, las imdgenes por f de ri,ro y r3 serdn tres rectas que cortan a la

circunferencia formando tres cuerdas paralelas entre si, y sus puntos medios estardn
entonces sobre el diametro ortogonal a todas ellas, es decir, sobre la recta de ecuacion

y = ———a'. Como f conserva los puntos medios, por linealidad, los puntos medios
ma
. Y b x ) b?
de AyB1, A3By y A3Bsg estardn sobre la recta - = ————, es decir, y = ———ux, el
b ma a ma

diametro conjugado de y = mx.

Problema 2. Sea T un tridngulo de dngulos o, 8 y v. sPara qué valores de o, 8 y
el triangulo T se puede dividir en tres tridngulos congruentes entre si?

Solucién. Si o = B = v, el tridngulo es equildatero y siendo O el centro de T, los
tridngulos que se obtienen uniendo O con cualquiera par de vértices son congruentes.
Veremos que sdlo en este caso se puede obtener una division con tres tridngulos con-
gruentes, con un vértice comun en el intertor de T'.
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Denotemos por r,s y t los dngulos de estos tres tridngulos congruentes y supongamos,
por ejemplo, quer es uno de los dngulos ZAPB, Z/BPC o ZCPA. Dado que cualquiera
de estos dngulos es menor que w, r sumado a cualquiera de ellos ha de ser mayor que
m, por lo que no pueden ser ni s nit, puesr+s+t = m, luego los tres deben ser iguales
ar,yT es equildtero.

Analicemos ahora el caso en que los tres tridngulos congruentes temgan un vértice
comun, P sobre uno de los lados, por ejemplo el lado BC, y supongamos que los
triangulos son ACPA, ANAPQ y AQPB, para algin punto ) sobre el lado AB.
Ndtese que ahora hay analogia entre los dngulos ZQPA y ZBPQ, pero no entre estos
y LAPC.



C B
P

Como antes, siendo r,s y t los dngulos de los tres tridngulos congruentes, comenzamos
analizando el caso en que ZQPA y ZBPQ), digamos r

Por congruencia se tiene que AQ = QS, por lo que también AP = PB. Dado que
ANAPB es isdsceles y Q es el punto medio de AB, /ZPQA = ZPQB = /2. Luego,
los triangulos congruentes son rectangulos y los dngulos son r = w/3, s = /2, t =
/ABC = 7/6.

Si los dangulos ZAPQ y ZQPB no son el mismo, digamos que son r y s, entonces
LAPC =t y dado que tambiénr+s+/PAB+ /PBA, se tendrit = /PAB+/PBA,
por lo ninguno de ellos puede ser t. Entonces, /PQA = /ZPQB = /2. Si ademds de
no ser el mismo dngulo, fueser # s, se tendria AQ # QB por lo que, por la congruencia
de NAQP y AQBP, deberd tenerse AQ = PB. Pero dos tridngulos rectdngulos en
que la hipotenusa de uno es igual a un cateto del otro, no pueden ser congruentes. Por
lo tanto r = s, y estamos en el supuesto anterior.

Por tanto, sélo existen dos tipos de tridangulos que se pueden descomponer en tres
triangulos congruentes: los equildteros y los rectdngulos (30, 60, 90).

Problema 3. Se considera la funcion f: N — Z definida como sigue:

f(n):{_f(g) sz:n es?ar
f(n=1)4+1 sin esimpar,

para n > 0. Demostrar que f(n) es maltiplo de 3 si, y sdlo si, n es maltiplo de 3, y
hallar el menor nimero n que cumple f(n) = 2017.

Solucién 1. De la definicion de f se sigue que f(2%) = (—1)%, para todo a > 0. Siendo
a>b>0, entonces

F 2% = f2°20 4+ 1) = (D[~ + 1] = (1) + (-1)°,
y, en general, si a; > --- > ag > 0, se tiene que
FI e 20) = (<) (1),

Los restos de 2™ al dividir entre 3 son 1 o 2, dependiendo de sin es par o impar, y dado
que 2 y (—1) se diferencian en 3, se tiene que 2% + -+ 4 2% y (=1)% 4 ... 4 (—1)%
dan el mismo resto al dividir entre 3.

Para la seqgunda parte, claramente el menor niumero buscado se conseguird sumando las
menores potencias pares de 2 hasta completar 2017, es decir,

20+22+22X2+"'+22X20167
92x2017 _

progresion. geométrica de razon 4 cuya suma es 3



Solucién 2. Se prueba por induccion en el nimero de cifras binarias de n, que f(n) es
el nimero de unos que tiene la expresion binaria de n en posiciones impares menos el
nimero de unos que tiene en posiciones pares (considerando que contamos de derecha
a izquierda y que empezamos por la posicion uno). Si

n = (ak ‘e agal)(g),
entonces usando que 22"t!1 =2 (mod 3) y 22" =1 (mod 3), resultard que

n=ap(-1)F+ - +az—ai,

que es mailtiplo de 3 si y solo si f(n) = ap(—1)*1 4+ .- —ay +ay es mailtiplo de 3. De
la descripcion de f es obvio que el menor que cumple que f(n) = 2017 es
7
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Problema 4. Describir todas las soluciones enteras positivas (m,n) de la ecuacion
8m — 7 =n? y dar el primer valor de m (si existe) mayor que 1959.

Solucién. Como n tiene que ser impar, n = 2s — 1 para algin nimero natural s. Asi:

8m—7:(23—1)2:45(5—1)—1—1:8(;)+1 y 8m:8<<;>+1>,

de donde obtenemos que las soluciones son de la forma m = (;) +1yn=2s—1.
Con s = 63 se tienem:@jtlzl%él y para s = 64 nos salem:%—l—l:

2017. La respuesta a la sequnda pregunta es pues m = 2017.

Problema 5. Se colorean los nimeros 1,2,...,n de dos colores, azul y rojo. Probar
que si n = 2017 existe una coloracion tal que la ecuacion

8(x+y) ==z

no tiene soluciones monocromdticas. Determinar el menor n para el que nunca es
posible colorear los nimeros de forma tal que no haya soluciones monocromdticas.

Solucién. Para la seqgunda pregunta, observamos que si el 1 es azul, entonces 8(1+1) =
16 es rojo, y por tanto 8(16 + 16) = 256 azul y 8(256 + 1) = 2056 es rojo. En general,
st un numero i es azul 8(i + 1) es rojo, y por consiguiente i — 15 no puede ser rojo ya
que en ese caso tendriamos 8((i — 15) 4+ 16) = 8(i + 1). Por tanto, si i es azul, i — 15
también. Ahora bien, 256 es azul y por tanto 256 — 15 - 16 = 256 — 240 = 16 es azul, lo
cual es una contradiccion. Por tanto, necesariamente ha de ocurrir que n < 2056. Si
eso sucede es posible no tener soluciones monocromdticas: pintamos el [1,15] de azul,
el [16,255] de rojo y el [256,2055] nuevamente de azul. Por tanto, no hay soluciones
monocromdaticas, ya que si x,y fuesen ambos rojos, 8(x +y) > 8(16 + 16) = 256 y
ya no tenemos numeros rojos tan grandes. Si ambos fuesen azules y < 15 entonces
8(x + y) estda entre 16 y 240, con lo que no hay problemas; por su parte, si uno es
> 256, entonces 8(x +y) > 8- 257 = 2056, niumero que ya no estamos considerando.
En el caso 2017 basta considerar esta misma coloracion pintando azul el [256,2017].



Problema 6. Calcular el nimero mdximo de raices reales distintas que puede tener
un polinomio P que verifique la siguiente propiedad: el producto de dos raices distintas
de P sigue siendo una raiz de P.

Solucién. La respuesta es 4. El polinomio x(x —1/2)(x —1)(x —2), con raices 0, 1/2,
1 y 2, cumple dicha cota. Supongamos que hubiese un polinomio con al menos 5 raices
distintas. Es importante resenar que un polinomio tiene una cantidad finita de raices
y es lo que nos permite tomar mdximos y minimos.

St un polinomio tiene 5 raices, al menos 4 serian no nulas y distinguimos dos casos.

1. Si -1 es raiz, hay al menos una raiz (de hecho, al menos dos) con valor absoluto
no nulo distinto de 1. Sea A una raiz con el mayor valor absoluto entre todas
la raices y supongamos que |A| > 1. Como —1 y A son raices, —A es raiz; pero
entonces también lo seria —A - A = —A? y ‘Agl > |A|, lo que contradiria la
mazximalidad del valor absoluto de A.

Si no existen raices con valor absoluto > 1, tomemos como A una de las raices con
el menor valor absoluto entre todas las raices distintas de 0. Se tendrd entonces
que |A| < 1, y como —1 y A son raices, —A es raiz y también lo serad —A - A =
—A2. Pero entonces, |A2| < |A], lo que contradiria la minimalidad del valor
absoluto de A entre las raices no nulas.

2. Si —1 no es raiz, hay al menos tres raices no nulas y de mddulo distinto de 1.
Hay entonces dos raices A, B con los dos valores absolutos mayores (mayores que
1) o bien dos raices con los dos valores absolutos menores A, B (menores que 1
y no nulos). En cualquier caso multiplicando A - B llegamos a una contradiccion
con la maximalidad o minimalidad.



