TALLER DE TALENTO MATEMATICO ZARAGOZA, 17 FEBRERO 2023

JOSEP ROCHERA GAYA

PROBLEMAS GEOMETRICOS. SOLUCIONES

PROBABILIDAD

Se selecciona al azar un punto P del interior del pentagono de vértices A(0,2),
B(4,0), C(21+1,0), D(21+1,4) ¥ E(0,4). ¢Cudl es la probabilidad de que el
angulo /JAPB sea obtuso?
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Los puntos P cuyo dngulo ~APB sea obtuso deben ser interiores a la
circunferencia de didmetro AB . La probabilidad buscada sera el cociente
entre las areas de las regiones favorable (semicirculo) y factible (pentdgono).
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AB=2V5 - p(LAPB >90°) =

En la circunferencia 7 de radio r, se considera la cuerda AB de longitud r .

Se elige al azar un punto P del circulo, hallar la probabilidad de que el
tridngulo ABP sea acutangulo si:

(a) P estaen la circunferencia.
(b) P esun punto del interior del circulo.

El arco AB es de 60° (AB =r es el lado del hexagono inscrito), entonces, si
P es un punto de la circunferencia, [/APB serd igual a 30° o bien 150°

dependiendo si esta entre A y B en el arco inferior o en el superior. Y los
angulos [/PABy [JPBA seran también agudos si P esta entre Cy D
(diametralmente opuestos a A y B).

La probabilidad sera, pues:

60
(APB acutingulo) = 360 2" _ 1
p acuténgulo) = =5 —— ==

(b) P tendra que ser exterior a la circunferencia con didmetro AB y estar a la
derecha de AD y a la izquierda de BC. Asi, el area de la region favorable
serd igual a: sector OCD + 2-OMC + rectangulo ABMN - semicirculo AB:
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Y la probabilidad, en este caso, es:
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(PAB acuténgulo) = —24 T _183+n
p acutangulo) = 3 =

En una ciudad, debido al tréfico, los autobuses no consiguen cumplir los
horarios establecidos aunque mantienen sus frecuencias de paso. En una
parada de autobts paran los de las lineas A y B con frecuencias respectivas de
8 y 12 minutos. Sillegamos a la parada en un momento cualquiera, calcular
la probabilidad de que:

(a) Pase un autobus (A o B) antes de 2 minutos.
(b) El primer autobts que pase sea de la linea A.
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Nuestro problema se puede modelizar con un rectangulo 8x12 en el que la

abscisa de un punto es el tiempo que tarda el autobus A en llegar a la

parada, y su ordenada el tiempo que tarda el B.

La region que nos es propicia es la de aquellos puntos en las que una
cualquiera de sus coordenadas sea menor que 2, pues no nos importa si es
A o B quien llegue primero. Asi:
8:2+10-2 36 3
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En este caso, la situacién es algo diferente, la regidon que nos es favorable es
ahora:

p(x<2o0y<2)=
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Por lo que la solucidén sera:

x<y - plx<y)=1- 21 1273
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4. Enel segmento AB, E es el punto medio. Se eligen, al azar, un punto C del
segmento AE, y otro D de EB. ¢Cudl es la probabilidad de que CD sea menor

que la cuarta parte de AB~
Go of
F ©
J
O O O O
A C E [n} B

Podemos suponer que la barra mide 2 unidades. Elegir dos puntos en los
segmentos equivale a elegir un punto en el interior del cuadrado AEFG .
Si AC=x, CE=1—-x, ED =PC =y . Porlo que P serd un punto
favorable si

AB 2 1 1
(1_x)+y<T=Z=E - y<x-—g
que es la region sombreada de la figura, con lo que:
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5. Una barra se rompe al azar en dos puntos. ¢Cual es la probabilidad de que
con las tres partes resultantes se pueda formar un triangulo?

Aparentemente el problema es de tres dimensiones, pues hay tres trozos.
Pero el tercer trozo queda perfectamente determinado por la medida de los
dos primeros, luego es de dos variables.

Para simplificar consideraremos que la barra mide 1 unidad, asi sélo
tenemos que determinar dos puntos del intervalo (0,1). Si los dos primeros
trozos miden x, y , el tercero medira 1 —x —y. Asi, las restricciones que
tenemos en el problema son:

0<x<1 , 0<y<1l-x

La region “factible” que represente todos los posibles casos sera el triangulo
rectangulo con catetos de 1 unidad. Cada punto de éste, junto con el



correspondiente de la diagonal con su misma abscisa (u ordenada) divide el
segmento [0,1] en tres partes.
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Para que se pueda formar un tridngulo con los tres trozos se tiene que
verificar la desigualdad triangular para los tres trozos:

x<y+(1-x-y) - 2x<1 = xsi

-

y<x+{1-x-y) - 2y<1 -> y<-

N

l-x—-y<x+y —-» 1-2x<2y - yZi—x

Por lo que la regién de los casos que nos son favorables es el triangulo EFG ,
por eso:

p(formar tridngulo) = SEE¢ = SEr6 _ 1
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6. ABCD es un paralelogramode base b y altura h, E el punto medio del lado AB
, ¥ P el punto interseccién de BD con CE . Hallar el area de las regiones que
determinan dichos segmentos en el paralelogramo en funcién de Sygp-
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Los tridngulos BPE 'y CDP son semejantes. Dado que EB esla mitad de CD,
los demas lados y las alturas de estos triangulos guardan la misma
proporcién. Entonces:
Sppp == _ b-h _ Sascp
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SAEPD=SABCD_(SEBP+SBPC+SCPD)=b'h'(1_ﬁ_g_§)=T

7. En el rectingulo ABCD se trazan los segmentos que unen cada vértice con los
puntos medios de los lados opuestos. Calcular el area del octégono que
determinan.




Sean: a = AB,b = AD. Utilizando tridngulos semejantes se obtiene:

a
HDI~ADE - HI:Z

HOK~HFC - OK =

RS

HIJ~GJC - HC=3-HJ

b
HJL~HCF > L=

51]1(0 = Shko — SH]I = 222

a*b
Soctégono =4 SI]KO = T

8. Enelcubo ABCDA'B'C'D’ se consideran las diagonales de dos caras
contiguas BD y CB’' . Hallar dos puntos de estas diagonales que determinen

un vector paralelo a la diagonal AC’ del cubo.
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Los vectores i = AB, 3 =AD, W = AA" son linealmente independientes.
Expresaremos los vectores AC’, PQ  respecto de éstos:

BP = aBD = a(—1i +¥)
CQ = BCB' = B(~B + W)
AC =i +D+w

- —
Dado que los vectores AC’, PQ son paralelos, tienen la misma direccion,

asi:

PQ=2AC =A-(U+D+W) =AU+ AT+ AW

PG =PB+BC+CQ =—BP + ¥+ f(—0+W) = —a{~i + D) + f(—0 + W)

=ad+(1l—-a—-B)T+pwW

0.

Luego:
a =1 1 1
l-a—-f=4; » 1-1-4=1->1=31 - A== > a=pf=-
B =2 3 3

O sea, P es el punto que divide a BD en la tercera parte, al igual que Q con CB'.

En el cubo ABCDA'B'C'D’ se considera el plano BA'D . Calcular el radio de la
esfera inscrita al cubo y a este plano en la esquina del vértice A .
Cortando el cubo por los vértices ACC'A’ se obtiene la seccidn:
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Consideremos que la arista del cubo sea 1, por el problema 6: AC' =3-AP,
(pues APE~A'PC’ Y A'C' = 2+ AE ) entonces:

_ 1 3
AC =2 > AC'=‘/\/§2+12=\/§ > AP=ZAC =+

3
De AFO:
Vi oy 1 2v3
——r =r2+(\/§r)2 - =+r2———71 =312
3 3 3
—V3+3 3-3
61r24+23r—1=0 - rE—r >@r>0)r1r= c

10. En el cuadrado ABCD delado a, se traza el tridngulo equilatero ABE ,y CE se

prolonga hasta encontrar AD en F . Probar que se puede encontrar un punto
G en AB tal que CFG sea equilétero. Sea H el punto intersecciéon de AE con
FG, eI de BE con CG, probar que el radio r del circulo inscrito a AHG es el
doble de r’, radio del circulo inscrito a BCI.



ABE es equilatero, luego #BAE = 60°y «~EBC=30°,y EB = AB = BC, con
lo que EBC también es isdsceles, ast:
«BEC = 2ECB = 75°, de donde «FCD = 15°
Si G es el punto de AB tal que «GCB = 15°, el tridngulo FGC sera isosceles en
C,porloque «CFG=/FGC=a y «FCG=75°—15°=60°. Por lo tanto:
a+a+60°=180° - a=60°
y FCG es equilétero.

Calcularemos los radios de los circulos inscritos como las alturas de los

triangulos AOG y BPC . Vamos a deducir una férmula para no repetir
operaciones:
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tanag = — m=
m tana
tanp = —" tanf - (b - )
an‘b)_b—m anf - tan a
‘ bt B =het B b-tana-tanf
(b - W =~h- S5 = 7 T
anf ana ana tana + -tan B

GAE =60° - _GAO =30°

~EBC=30° -» _PBC=15°

BCG=15° - _PCB=7'5°,
Ademas FAG es isOsceles y rectangulo, luego zAGF = 45° y 2AGO =22'5° .
YdeCGB: GB =a-tan15°:

a-(1-tan 15°)-tan 30°-tan 22/5° ; _ atan15°tan7s5°

T
tan 30°+tan 2215° ’ tan 15°+tan 7/5°
Utilizando las férmulas de trigonometria, se obtiene:

a 1—cosa V3 1
tan—= [——— , cos30°=— - tanl15°=
2 1+ cosa 2 2++3

cos 45° = %z, tan22°30" = ——
2 1+/2

a 1+cosa 14++3 , V3-1
cos—= |[———— ,cos15°= - tan7°30' = ————
2 2 22 14+2V2+3

De donde, tras operar, se obtiene:

_ a(3-1) a3y _r
T Trzvze3 0 T 2(+zvan3) | 2




12. Enel tridAngulo ABC , M es el punto mediode BC .Si AB=1,AC =2y
AM = BC , calcular x = BM.
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11. Ellado dela base de una piramide cuadrangular regular mide a y su altura
h. Se inscribe un cubo, apoyado sobre la base de la piramide, tal que cuatro
de las aristas del cubo son paralelas a una diagonal de 1a base de la piramide. N

Calcular la arista del cubo en funciénde a y h.
y Aplicaremos el teorema del coseno a los tridngulos AMB y AMC :
12=(2x)>+x?>—-2-2x"x"cosa } L, 5x2—4x?-cosa= 1}
22 =(2x)*+x%>—-22x-x"cos(m — a) 5x2+4x%-cosa =4

10x?=5 - x=+\/§=§ , pues x >0 .

13. En un cuadrilatero arbitrario ABCD se trazan las bisectrices de los cuatro
angulos. Demostrar que los cuatro puntos de interseccion de las bisectrices A

y C con B yD son conciclicos.

M

P

las bases y x la arista del cubo. Si M esta en la circunferencia que pasa por N, P y Q, los angulos centrales
V7 x a—Ix de los arcos NMQ y QPN deben sumar 217 luego los inscritos desde M y P
AB=+2x - E=T - MA=——71—

Sean ABCDA'B'C'D' los vértices del cubo, V el de la piramide, O el centro de

sumaran Tt (la mitad). Asi:
2 a P a+pf
de la seccién de la figura que pasa por V,A’y O (centro de las bases), se -

deduce por ser los tridngulos MAA' y MOV semejantes:
P 8 y ) ZDPC=T[—Z—§=T[—Y—+6
MA AA’ a-yix h ‘2 : ) 1)
LA L 2 LY o Ixhmax - x=— AMB + DPC=(n—9FB 4 (n_VE8\ o _(@tBry+d) _
a 2 2 2
MO OV z h a+VZh
Porlo que M,N,P y Q estan sobre la misma circunferencia.

(pues si M fuera exterior a la circunferencia: «NMQ + «NPQ <m, y si fuera
interior «NMQ + «NPQ >m).



14. Dada una circunferencia “~ y un punto A4 exterior a ella, demostrar que el &

lugar geométrico de los puntos medios de A y un punto P genérico de  es
otra circunferencia.
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Como las coordenadas de A, By C son racionales, tambiénlo seranlas de D,
E, F, G y sus distancias respectivas BG, GC, CD, DE,EF, GC y FB, luego
también lo seran las areas de BGCE, ADC, FADE, BFA, y BGC

Asi, como:  Sppc = Spgep — (S; + Sy + Sy + Syy) |, también Sypc sera racional.

Por simetria, el centro de la nueva circunferencia debe ser 0’ punto medio . . .. .
El razonamiento sirve para todas las posiciones relativas que puedan tener

de A y 0, centrode 7 .Sea P un punto cualquierade 7~ y P’ el punto los puntos 4, By C.

mediode Ay P.

Por la semejanza de los trﬂgulo:wP , AO'P: o 16. En el paralelogramo ABCD, sea AC la diagonal mayor, y E, F los pies de estas
O'P' _A0" _A0" 1 S 9P = op _r perpendiculares trazadas desde C a AB y AD . Demostrar que:
OP A0 240" 2 2 2 4B -AF + AD - AF = AC? .

Por lo que su distancia a 0’ es siempre constante, independientemente del
punto P elegido. Luego se trata, efectivamente, de una circunferencia.

15. Probar que silas coordenadas de los vértices de un poligono son racionales,
su area es racional.

(e]

Un poligono siempre se puede triangularizar, siendo su 4rea la suma de las
areas de tridngulos con vértices racionales. Asi, pues, el problema se reduce
a comprobar el caso para un triangulo.

Consideremos el triangulo determinado por los puntos 4, By C, y sean C,

D, E,Fy G de tal manera que BGCE sea el rectangulo de lados paralelos a
los ejes que contiene inscrito a ABC .
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Por el producto escalar de vectores abemos que:

De AC = 4B + BC:
|AC|" = AC? = (4B + BC) - (AB + BC) = 4B? + 4B - BC + BC - AB + BC? =

— 2 — 2 s — NN
=|AB| +|BC| +|AB|-|BC|-cosa+|BC|-|AB|-cosa=



= |E|2+|B_C)|2+|E||ﬁ|+|ﬁ||ﬁ| = oenel IIL

- (ﬁz + 4B - ﬁ) + (ﬁz + 4D - ﬁ) - En el tridngulo AMO:
— = — s . T T
=AB-(AB+BE)+AD-(AD + DF) =AB - AE + AD - AF = ﬁ+(n—a)+(§—a)=ﬂ - f=2a-3
= |AB| - |AE| + |AD|- |AF| = AB - AE + AD - AF Y por el teorema de los senos:
X r X r
in (& T Ty T1-2costa
17. En un billar perfectamente circular, de radio r , se halla situada en el punto 4 sin (j - a) sin (201 - 7) cosa
una bola a una distancia x del centro. Se lanza sobre un punto del borde y, Yy e
tras rebotar dos veces, vuelve a A. éSobre qué punto se ha lanzado? 2xcos’a+rcosa—x=0 > cosa= _T
Sin pérdida de generalidad, supondremos que A esta en la parte positiva del oMo cosa > 0. cosa = /72482
eje de abscisas y que el primer punto sobre el que se lanza la bola, M, tiene yr ) - 4x
ordenada positiva. El enunciado sefiala implicitamente que el primer paso
por A se produce en el segundo trayecto (de N hacia 4), por lo que 18. Dado un cono recto de generatriz a y didmetro de la base b , determinar un
descartamos los puntos B y € (con ordenada nula). plano paralelo a la generatriz de modo que el segmento paraboélico que
Sea PQ la tangente en M,y a = .COM , 0° < a < 90°. resulta en la seccidn tenga drea maxima.

b-m m

Por semejanza de tridngulos:

a b a O )
_—= — - [ — —
n b—m n b m

La seccién que determina el plano paralelo es una parabola:
N

El 4ngulo de incidencia es igual al reflejado, ZAMP = .QMN , y por ser OM
perpendicular a PQ : zAMO = «OMN. Por la misma razén z-MNO = 2ONA.

OM =1 = ON , asi el tridngulo MNO es is6sceles en 0, con lo que ~OMN =
«MNO y entonces:

AMO = -OMN = -MNO = -ONA

el triangulo AMN también es isdsceles en 4, y AO perpendicular a MN. Asi,
pues, M no puede estar en el I cuadrante, pues entonces N lo estaria en el I




Vista cenital
Si k es la cuerda perpendicular al didmetro a una distancia m del extremo, y
(x,y) es uno de sus extremos:

x2x+=yf;21;)2} - k=2y= 21’?_ (S—m)z =2Vbm —m?
2

Se deduce facilmente que la ecuacién de la parabola que pasa por los
puntos (—S,O) ,(On) y (E, O) es y=n-— %xz (se recomienda repasar la
ecuacién de la parabola).

El area de esta seccion es:

L u 4n 4n x
S =I—Zl; y(x)dx Ik(n—k— jdx—[n&—g?} =
2
_ k _4n l’c2 k 4n /’c3 nk _2
=|n— -n— =nk—-—==nk
2 k2 24 2 k2 24 3 3

S =§nk =§nQ\/bm—m2 =g[—§(b—m) bm—-m®

Como el area es una cantidad >0, el maximo de esta funcion coincidird con
el de su cuadrado, que es la funcién:

f(m)= 52:E —J b - m) Wbm— m)—

0| >

O sea:

164*

5 En[ﬂb m)’

Que tiene por derivada:
2 2
o4 1o -m) +mB(b-m) 1)) = 196; o~ m)’ (b-4m)

I m =
fim==
Queseanulaen: m=b y m = % . Al ser f{m) una funcién polindémica de 4°

grado con coeficiente de su término de mayor grado negativo y raices m=0
simpley m=b triple, su grafica es (en la representacion se ha considerado
b=4):

o . b
donde se ve claramente que el maximo se obtiene en m = —.



