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Los problemas de geometria, como el resto de problemas de olimpiada, estan pensados para
que no sean necesarios grandes conocimientos para su resolucion, sino mucho ingenio. Es por ello
que no hay ninguna teoria cuyo estudio garantice resolverlos todos. La preparacion mas eficaz es la
propia resolucion de problemas. Esto no quiere decir que no haya teoremas ttiles que aprender, pero
en una primera instancia lo mas importante es comprender bien las matematicas y tener las ideas
claras.

De todas formas, hay ciertas propiedades que no son para nada evidentes y que resultan
indispensables. En este texto las presentamos recuadradas, ya que conviene memorizarlas;
afortunadamente es probable que las conozcas. También incluimos sus demostraciones y algunas de
sus consecuencias, con el objetivo de que ilustren el método de razonamiento matematico; asi en
este caso lo importante es entenderlas.

ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA

Todo angulo inscrito en una circunferencia es igual
a la mitad del angulo central que abarca el mismo

arco. ,3»\'@7

Demostracion

Llamemos A, M, N a los vértices del angulo, y O al centro de la
circunferencia. Comenzamos analizando el caso particular en el que un lado
pasa por O. El triangulo OAN es isosceles, ya que OA y ON son radios; luego
ONA = OAN = a. Como la suma de los angulos de un tridngulo es 180°,
deducimos que AON = 180° — 2a; y por tanto MON = 2q.

Ahora distinguimos dos casos. Primero, si O esta en el
interior del angulo inscrito (si el angulo central es mayor o
igual que 180° esto pasa siempre), podemos considerarlo
como suma de dos angulos inscritos con el lado comun
pasando por el centro, y ya hemos probado que cada uno de



ellos es la mitad del angulo central que abarca el mismo arco. Y segundo, si el centro cae fuera del
angulo inscrito, hacemos un razonamiento analogo pero dividiendo el 4ngulo en resta (en lugar de

suma) de dos angulos.

De este resultado se deducen los siguientes:

Un angulo semiinscrito es la
mitad del angulo central que
abarca el mismo arco.

N

CENTROS DEL TRIANGULO

Consideramos un tridngulo de vértices A, B, C.

El circuncentro es el punto que equidista de
los vértices. Por tanto se puede trazar una
circunferencia que pase por los tres vértices
toméandolo como centro.

-

Demostracion

Veamos que la definiciéon de circuncentro es correcta, es decir, que
existe un unico punto que cumple la propiedad de estar a igual distancia de
los tres vértices del tridngulo. Tal punto debe pertenecer simultaneamente a
la mediatriz de cada lado; luego ya vemos que solo hay un candidato a
circuncentro y su existencia se reduce a que las tres mediatrices pasen por
el mismo punto. Consideramos el punto de corte de la mediatriz de AB con

Un éngulo interior es la
semisuma de los angulos
centrales que abarcan los
mismos arcos.

Un angulo exterior es la
semidiferencia de los
angulos centrales que
abarcan los mimos arcos.

El incentro es el punto que equidista de los
lados. Si lo elegimos como centro, podemos
dibujar una circunferencia tangente a los tres
lados.

la mediatriz de BC; llamémosle O. Por definicion, se cumple que OA = OB



y OB = OC; luego OA = OB = OC, es decir, O equidista de los tres vértices, que es lo que
queriamos probar.

Para el incentro hacemos el mismo razonamiento, pero en este caso con las bisectrices.

La mediana de un vértice es el segmento que une dicho vértice con el
punto medio del lado opuesto. Las tres medianas de un triangulo concurren en
un mismo punto, llamado baricentro. La distancia de cada vértice al
baricentro es dos tercios de la longitud de su mediana.

Demostracion

Aunque la geometria analitica suele ser farragosa y poco efectiva en problemas de olimpiadas,
cuando se trata de puntos medios puede ser muy eficaz. Sean (x,,v,),(x, ¥,),(xc,ve) las

coordenadas de A, B, C. Veamos que las tres medianas pasan por el punto:

Xyt XptXe Yy, Yet e

3 ' 3
El punto medio de BC es:
. XptXe Vet Ve
2 2
Luego:
v =| Xt X T2 X Vet Y2y,
2 ' 2
4G = Xpt xg_zxA , Ypt yg_zyA

Por tanto AG es dos tercios de AM; y en particular, G pertenece al segmento AM. Por la simetria de
las ecuaciones, lo mismo sucede con los puntos By C.

Las tres alturas de un tridngulo se cortan en un mismo punto, el
ortocentro.

Demostracion

La manera mas féacil de probarlo es utilizar el teorema de Ceva (que veremos mas adelante en
un ejercicio), ya que aunque exige de conocimientos avanzados es un camino en el que uno pensaria
de manera natural. Ahora vamos a recurrir a una “idea feliz”.

Por cada vértice trazamos una recta paralela a su lado
opuesto; de esta manera obtenemos el tridngulo A'B'C' que
se ve en el dibujo. Por construccion, el cuadrilditero ABCB'
es un paralelogramo, luego B'C = AB. Analogamente, CA' =
AB. Por tanto, C es el punto medio de B'A’, y la altura del
vértice C del primer triangulo es la mediatriz del lado B'A’
del segundo tridngulo. Igualmente sucede con los otros dos
vértices, con lo que la concurrencia de las alturas del
triangulo ABC se deduce de la concurrencia de las
mediatrices del triangulo A'B'C'.




FORMULAS EN EL TRIANGULO

Sea R el radio del circuncirculo del tridngulo ABC.

Teorema del seno: Teorema del coseno:
a_ _ b __c¢
sin(4) sin(B) sin(C)

=2R a’=b"+ c’—2bccos(A)

Demostracion del teorema del seno

Sea O el centro de la circunferencia circunscrita, prolongamos el
segmento BO hasta cortar de nuevo a la circunferencia en P. El 4ngulo BPC /A\
vale lo mismo que el A, por ser ambos angulos inscritos (si el angulo A es :
obtuso, entonces BPC es su complementario, cuyo seno tiene el mismo valor).

El angulo BCP es recto, ya que subtiende al didmetro BP. Por consiguiente:

sin(A) = BC / BP = a / 2R. Por simetria, se ha de cumplir la misma relacion
conbyc.

Demostracion del teorema del coseno

Veamos el caso en el que el angulo A es agudo. Podemos suponer que el angulo B es también
agudo (ya que si no intercambiamos los nombres de B y C). Sea h la altura desde el vértice C, y H
su pie; y llamamos m al segmento AH. Aplicando el teorema de Pitagoras a los triangulos ACH y
BCH obtenemos: a* = h*> + (c-m)?, b> = h? + m*. Despejando h* y simplificando nos queda: a> = b* +
¢? — 2cm. Por Gltimo observamos que m = b cos(A). El caso de A obtuso es similar.
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POTENCIA

Dibujamos una circunferencia y un
punto P exterior o interior a ella. B B

Trazamos una recta que pase por P, y A A l‘
I B

llamamos A y B a sus intersecciones con

la circunferencia. El valor PA - PB no p *
depende de la recta elegida. Dicho de otra A s A
manera, si A'y B' son los puntos de corte U

de otra recta que pase por P con la
circunferencia, entonces:

PA-PB = PA'-PB"



En particular, si tomamos la recta que pasa por el centro de la circunferencia vemos que esta
cantidad es (d —r) - (d +r) = d* - 2, donde d es la distancia del punto al centro de la circunferencia y
r su radio.

Demostracion

Si reescribimos la féormula como PA / PB' = PA' / PB, vemos que tiene aspecto de ser la
relacion de semejanza entre los triangulos PAB' y PA'B. Pero dichos triangulos son claramente
semejantes, ya que tienen un angulo comin y PBA' = PB'A por ser inscritos.

Notar que estos argumentos también son validos si A = B, es decir, si la recta es tangente a la
circunferencia.

Finalmente tres simples consejos que conviene no perder de vista a la hora de resolver un
problema:

1. Empezar el problema por el final.
2. Recordar que hay que utilizar todas las hipotesis.

3. Hacer un dibujo con regla, escuadra, cartabén y compas.



