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PARADQOJAS

1. DEFINICION Y EJEMPLOS.

Una paradoja es una afirmacion en apariencia verdadera que lleva a una
contradiccion logica o a una situacion que contradice el sentido comun. En palabras
simples, una paradoja es lo opuesto a lo que uno considera cierto: es un contrasentido
con sentido.

El término paradoja viene del griego (para y doxos) y significa mas alla de lo
creible (lo contrario a lo esperado).

No todas las paradojas encajan con exactitud en una Unica categoria. Algunas
paradojas solo parecen serlo, ya que lo que afirman es realmente cierto o falso, otras se
autocontradicen, por lo que se consideran verdaderas paradojas, mientras que otras
dependen de su interpretacion para ser o no paradojicas.

Tienen mucho que ver con la I6gica y no sélo aparecen en Matematicas, aunque,
como veremos, son numerosas las paradojas matematicas, no todas del mismo tipo.

Vamos a ver algunos ejemplos de paradojas en distintos ambitos. El reto que se nos
plantea, en cada caso, es decidir si la afirmacidn es cierta o falsa y justificar dicha
respuesta, o si la situacion que se nos narra es posible o imposible segln en qué
condiciones se plantee. Algunos de los problemas propuestos no parecen
contradictorios, la contradiccion aparente surge al intentar resolverlos, la solucion es la
que no encaja en nuestros esquemas.

a. Las paradojas de Zenon
Son muy conocidas las paradojas planteadas por el fildsofo griego Zendn de Elea
(siglo V antes de Cristo) para demostrar la imposibilidad del movimiento.

- El movimiento es imposible
- Aquiles no alcaza a la tortuga

b. Dos padresy dos hijos
Dos padres y dos hijos se van de viaje, suben al coche, pero si observamos
atentamente a la llegada s6lo bajan tres personas y no queda nadie dentro ¢ Es posible?

c. ¢S6lo un 1%?

Una sandia fresca tiene 10 kg de masa, de la que el 99% es agua. Partimos la
sandia y la dejamos al sol sin darnos cuenta de que puede evaporarse parte del agua,
efectivamente pasado un tiempo comprobamos que la proporcion de agua solo es del
98 %. ¢ Cuanto pesa ahora la sandia?

d. Geografia
- Una persona se ha comprado una casa de planta cuadrada con una ventana en
cada una de las cuatro paredes y de modo que todas las ventanas den al sur ¢Es posible?


http://es.wikipedia.org/wiki/L%C3%B3gica

- Una persona sale de paseo en direccién norte y camina 2000 m, gira hacia el
este y camina otros 2000 m y por altimo gira hacia el sur y camina otros 2000 m ¢Es
posible que haya llegado nuevamente al punto de partida?

e. La herencia.

Un ganadero dej6 al morir 11 vacas que debian repartirse entre sus tres hijos de
modo que el mayor recibiera la mitad, el segundo la cuarta parte y el tercero la sexta
parte. Mientras los hijos discutian sobre como hacer el reparto para que no hubiera que
derramar mucha sangre de vaca, un vecino enterado del tema se acerco con una de sus
vacas y les dijo: “os presto esta vaca para que podais repartir mejor”. Efectivamente se
repartieron la mitad(6), la cuarta(3) y la sexta parte(2) de las doce sin usar violencia
alguna y comprobaron al acabar que sobraba una vaca que tranquilamente se volvié a
llevar el vecino ¢Como es posible?

f. La velocidad

Inés ha salido en bicicleta para subir a una cima que se encuentra a 10 km de su
casa. Como es cuesta arriba, solo ha podido sacar un promedio de 10 km/h. ¢ A qué
velocidad debe bajar para que le salga un promedio de 25 km/h en la totalidad del
paseo?

g. La serpiente que se come a si misma. El huevo o la gallina
La paradoja
de la serpiente

2. UN ENUNCIADO Y SU
CONTRARIO.

¢Siempre que un enunciado es falso su contrario es verdadero? ¢Pueden ser ciertos o
falsos un enunciado y su contrario?

Esta frase consta de siete palabras Es claramente un enunciado falso, ya que
consta de seis palabras. Por tanto, su contrario deberia ser verdadero. ¢ Es esto correcto?
iEs falso! La oracion contraria: Esta frase no consta de siete palabras, esta
formada exactamente por siete palabras. ; Como resolver estos raros dilemas?

¢Podriamos modificarlas para que las dos fueran verdaderas?

a. ¢Quieén tiene razon?

Estamos en pleno curso y podemos observar las distintas interpretaciones de los
datos de las evaluaciones, en los que cada uno suele buscar la perspectiva méas favorable
a sus intereses.



Nos vamos a fijar en una situacion proxima: los resultados obtenidos al acabar
3° de ESO en un Instituto en dos afios seguidos, hemos separado a los alumnos segun
fueran repetidores o hicieran 3° por primera vez. Los datos aparecen en la siguiente
tabla (nos os asustéis, son datos inventados):

2011 2012

MATRICULADOS | APROBADOS | MATRICULADOS | APROBADOS

NO REPETIDORES 88 48 60 32
REPETIDORES 12 12 40 36
TOTAL 100 60 100 68

Hasta aqui los datos. Los mismos para todos. Lo que difieren son las
interpretaciones. He aqui algunas:

El director: “El afio 2012 marca un avance del 13 % en el nimero de aprobados
entre nuestro alumnado de 3°. Es una buena demostracion del buen trabajo que han
realizado a lo largo del afio nuestro profesorado y alumnos y alumnas. Les felicito a
todos por ello”

Un profesor del centro: “Le agradezco al director su comentario, pero no hay
que lanzar las campanas al vuelo, puesto que la tasa de aprobados no ha crecido mas
que un 8%"

Un alumno de 3°: “Como siempre los profesores miran las cosas de una forma
extrafa. Se sea repetidor o no este afio las cosas han ido peor para los alumnos. No
creo que sea cosa de felicitaciones”

Un alumno repetidor: “Tampoco creo que sea para ponerse como dice el
compafiero, porque la verdad es que repitiendo este afio tenia un 35’5 % mas de
posibilidades de aprobar que el curso pasado”

Otro alumno repetidor: “Desde luego que no. Este afio repitiendo, tenias un 10%
menos de posibilidades que en el 2011~

Es evidente que los comentarios no solo difieren algo, sino que parecen
absolutamente contradictorios. Analizalos y decide quién o quiénes, de todos ellos,
tienen razon. (Situaciones similares se dan también en otros ambitos, basta recordar las
declaraciones de los distintos lideres politicos después de conocerse los resultados de
las elecciones: todos parecen haber ganado)

b. Los tres enunciados falsos.
Tenemos aqui tres enunciados falsos. ¢Serias capaz de descubrirlos?
a) 2+2=4 Db)3x6=17 <) 84=2 d) 13-6=5 =€) 5+4=9

c. Unade las dos.
He aqui dos afirmaciones. Una de ellas es falsa. ¢ Cual?

La primera es cierta: hay dos afirmaciones, ella misma y la segunda. Si la segunda
fuese falsa, ella misma tendria que decir que no hay ninguna falsa (al ser falsa) y si
fuese verdadera, ¢ddnde esta la falsa? Por lo que nos introducimos en una clara
contradiccion.



d. Paradoja del mentiroso

Esta es, sin duda, una de las paradojas mas famosas que se conocen. Se atribuye al
cretense Epiménides haber hecho la siguiente afirmacion:

Todos los cretenses son mentirosos.

¢Decia Epimenides la verdad?. Para responder a esta pregunta, primero hemos
de suponer que los mentirosos siempre mienten, y los no mentirosos, o veraces, nunca
mienten.

Una version simplificada de la paradoja del mentiroso es la siguiente:

Esta frase es falsa.

Se puede ver claramente que esta frase contiene la paradoja del mentiroso. La
diferencia aqui es que esta frase se refiere a ella misma mientras que Epiménides lo
hace indirectamente.

e. Laisla de los caballeros y los escuderos

Relacionados con estas paradojas hay numerosos problemas relativos a cierta isla en
la que habitaban “caballeros” que siempre decian la verdad y “escuderos” que siempre
mentian. Os propongo los siguientes:

a) Tres de los habitantes de la isla A, B y C estan en la calle y un extranjero que
pasaba por alli le pregunt6 a A: “;Eres caballero o escudero?”, A respondi6 pero
el extranjero no entendié bien la respuesta, entonces pregunté a B: “;Qué ha
dicho?” y B le respondid: “A ha dicho que es escudero” y el tercer hombre C
puntualiz6: “No creas a B, estd mintiendo”. La pregunta es: ;Qué son B 'y C?

b) Hay ahora sélo dos individuos Ay B, y A le dice a B “Uno al menos de nosotros
es escudero” ;Qué son A Y B?

€) Vuelven a estar tres: A, By C, se oye a A decir:”Los tres somos escuderos”. En
cambio B dice: “Uno y sélo uno de nosotros es caballero”. ;Qué son A, By C?

3. MAS PARADOJAS

a. Paradoja de Newcomb

El nombre de esta paradoja se debe a su inventor, el fisico William Newcomb. Es
una curiosa paradoja que consiste en:

Un cientifico dispone de un equipo muy sofisticado capaz de estudiar la mente
humana. Con la informacién proporcionada por dicho equipo puede predecir con mucha
exactitud como decidiria una persona cualquiera frente a una disyuntiva.

Este cientifico sometio a prueba a muchas personas. La prueba consistia en dos
cajas: una caja A, transparente, que contenia 1000 euros, y otra caja B, opaca, que bien
podia estar vacia, bien podia contener 1 millén de euros.

Este cientifico les decia a sus sujetos: Tiene usted dos opciones:

a) Una, es libre de tomar ambas cajas y quedarse con su contenido

b) Tomar solamente la caja B y quedarse con su contenido. Ahora bien, si usted
decide llevarse las dos cajas, yo lo habria previsto con mi equipo y entonces
habria dejado vacia la caja B, con lo que usted se llevaria solamente 1000 euros.
Sin embargo, si usted decide llevarse solamente la caja B, también lo hubiera
previsto, y hubiera dejado ahi 1 millén de euros, por lo que usted se los llevaria.
Mi equipo ya ha previsto como reaccionara usted, y yo ya he determinado si
dejar en la caja B el millén o no.



Las reacciones pueden ser:

a) Ya he visto al cientifico realizar muchos experimentos, y en todos ellos su
prediccion fue correcta. Los que cogieron las dos cajas se llevaron solamente
1000 euros. Por tanto, me llevareé la caja B, y asi ganaré 1 millon de euros.

b) Este cientifico ya ha hecho su prediccion, y ya no va a cambiar el contenido de
la caja B. Si esté vacia, seguira vacia, y si esta llena, seguira llena. Por tanto, me
Ilevaré las dos, y me quedaré todo lo que tengan.

A la vista de esta paradoja, surge la pregunta: ;Quién de los dos tomG mejor
decision? No es posible que ambos razonamientos sean correctos. Por tanto, ¢cudl es
erroneo, y por qué?

Esta paradoja cuestiona si el futuro estd completamente determinado o no.

b. Paradoja de Russell

La paradoja de Russell se basa en la definicion de conjunto. La mencionaremos
brevemente. Podemos definir cualquier conjunto mediante una propiedad, los elementos
que la verifican pertenecen a €l y los que no la verifican no pertenecen. Pero ¢y si
definimos el conjunto A de los conjuntos que no se contienen a si mismos? ¢Contendra
aA?

Una versién de esta paradoja, algo mas sencilla, es la paradoja del barbero: «el barbero
de esta ciudad tiene la orden de afeitar sélo a todos los hombres que no se afeitan a si
mismos, ¢se afeita a si mismo? ;Qué debe hacer con su barba para cumplir la orden?»

c. Paradoja del Quijote

Aparece en el capitulo LI del libro segundo del Quijote, se cuenta que, para entrar a la
isla habia un guardia que preguntaba a cada visitante para qué iba a la isla. Si respondia
con verdad, el guardia le dejaba pasar y no habia ningln tipo de problema. Sin embargo,
si el visitante respondia con mentira, era ahorcado. Un dia llegd un visitante y a la
pregunta respondio:

He venido aqui para ser ahorcado
Los guardias quedaron confusos, pues no sabian qué debian hacer.

« Si el visitante decia la verdad, debian dejarle pasar. Pero puesto que dijo la
verdad, debia ser ahorcado, pues si no, habria mentido.

« Si el visitante habia mentido, debian ahorcarle. Como habia mentido, no podia
ser ahorcado, pues si no, habria dicho la verdad y debian dejarle pasar a la isla.

Los guardias consultaron al gobernador de la isla y decidio ser clemente, ya que,
hiciera lo que hiciera, quebrantaria la ley. Y dejo en libertad al visitante.

4. DEMOSTRACIONES GEOMETRICAS Y PARADOJAS.

¢Podemos fiarnos de lo que vemos? Algunos razonamientos contienen trampas,
pero, los dibujos y los gréaficos ¢son de fiar? Algunas veces, si nos dejamos llevar por lo
que parece que el grafico nos indica, podemos llegar a contradicciones o paradojas:

a) Para medir la longitud de una rueda se
puede marcar con pintura un punto de la
misma, hacerla rodar en linea recta y o)
medir la distancia entre dos marcas

>




consecutivas que haya dejado la pintura al desplazarse. Pero este sencillo
método de medida puede llevar a aparentes paradojas: Todas las
circunferencias tiene la misma longitud.

b) La diagonal de un cuadrado es igual al doble de su lado.

c) La semicircunferencia mide lo mismo que el didmetro.

NN NSNS posere

d) Las figuras imposibles en general y las de Escher en particular.

e) Observa los siguientes dibujos, se pueden descomponer en las mismas piezas

y, sin embargo, el nimero de individuos es distinto ¢Tiene alguna
explicacion?




f) ¢Es posible que si descomponemos una figura geométrica y la volvemos a
componer obtengamos una superficie mayor? ¢Y menor? Observa las
siguientes superficies compuestas por las mismas figuras y calcula el area de
cada una. ¢(Como se explica?

Esto no debe hacernos desistir de la vision gréfica de los problemas ni desconfiar de
nuestra intuicion. Pero sera conveniente asegurarnos de la solidez de los argumentos en
que se sustentan las conclusiones.

5. ALGUNAS FRASES PARADOGICAS.

- ¢ Puede un ser omnipotente construir una fortaleza indestructible que ni el mismo
pueda destruir?

- ¢ Puede perderse un imperdible?

- ¢ Existe algun sinénimo de la palabra sin6bnimo?

- ¢ QUué pasa con tu pufio si abres la mano?

- ¢ Qué cuentan las ovejas para no dormirse?

- ¢ Por qué separado se escribe todo junto y todo junto se escribe separado?

- ¢Por qué matamos a quienes han matado a otros? ¢ Para demostrar que matar esta mal?
- Solo los genios somos modestos.

- Paradoja de Teseo . Cuando se han reemplazado todas las partes de un barco, ¢sigue
siendo el mismo barco?

- Paradoja del viaje en el tiempo ¢Qué pasaria si viajas en el tiempo y matas a tu abuelo
antes de que conozca a tu abuela?

6. PARADOJAS NUMERICAS

Las paradojas numéricas se basan en la confianza que ofrecen las reglas de calculo y a
veces, deslizamos algunos errores sobre los que no se repara a primera vista:


http://es.wikipedia.org/wiki/Paradoja_de_Teseo
http://es.wikipedia.org/wiki/Paradoja_del_viaje_en_el_tiempo

a) 2 Euros = 332 pesetas
4 Euros = 664 pesetas
por lo tanto (multiplicando miembro a miembro)
8 Euros = 220448 pesetas
b) Si a>b,entonces a®> b’
c) ¢Todo conjunto es mayor que sus subconjuntos? ¢En los nimeros naturales
hay mas nameros que cuadrados perfectos?
d) Si tengo dos conjuntos numéricos ¢puede suceder que al pasar un nimero de
un conjunto al otro aumente la media aritmética de los dos?
e) Demostracion de que 1 =2 ¢Donde esté el error?
Sia=b, entonces a’=ab, ysumando—b?

a’—b%*=ab - b?
(a+b)-(a-b)=h-(a-b)
(a+b) =b
2b=h

2=1

f) Dos numeros cualesquiera a y b son iguales:

Sean los niUmeros ay b y sea ¢ su media aritmética
a+b=2c
(@+b)(a-b)=2c(a-b)
a>- b? = 2ca-2cb

sumando a los dos miembros: b?- 2ac + ¢

a’- 2ac + c¢®= b?- 2bc + ¢
(@-c)’=(b-c)’
a-c=b-c,
a=b

7. UNA DEMOSTRACION POR REDUCCION AL ABSURDO.

Este tipo de demostracion se basa en la suposicién de que es correcto lo
contrario de lo que queremos demaostrar, para llegar a una contradiccion y deducir de
ahi el resultado que se pretende. A continuacion presentamos un ejemplo sobre
nameros primos.Ya Euclides demostrd que los numeros primos son infinitos.

Veamos que hay infinitos nimeros primos. Lo haremos por el método de
reduccion al absurdo. Supondremos que hay un namero finito de nimeros primos
y que p es el mayor de ellos, eso nos llevara a una contradiccion.

Construyamos otro nimero q=(1-2-3-5-7 ---p)+1, resultado de multiplicar
todos los nimeros primos hasta el Ultimo p, y después sumarle 1. Evidentemente q
no es divisible por ningun primo pues siempre daria como resto 1. Luego g es
divisible sélo por 1y por si mismo, es decir, g es primo. Como g s mayor que p, se
ha probado que p no es el mayor nimero primo en contra de lo supuesto.



PRINCIPIO DEL PALOMAR
(Dirichlet , 1834)

Una pregunta: ¢Podriamos demostrar, con algun rigor, que en Zaragoza hay al
menos dos personas con el mismo nimero de pelos en la cabeza?

Enunciado del principio del palomar: Si en un palomar hay n nidosy n +1
palomas, a la hora de dormir hay un nido que tiene al menos dos palomas.

Problema 1. Dado un cuadrado cuya diagonal mide 3m. Sobre el cuadrado
seleccionamos diez puntos Demuestra que hay al menos dos puntos que se encuentran a
una distancia no mayor que 1m

Indicacion: Dividimos el cuadrado en 9 cuadrados de diagonal 1, esos son los palomares
y los puntos las palomas.

Problema 2. Dados veinte nimeros naturales cualesquiera demuestra que hay al menos
dos numeros cuya diferencia es un maltiplo de 19.

Indicacion: Cualquier ndmero natural se puede expresar como un maltiplo de 19 + a,
donde a va de 0 a 18. Tenemos 19 palomares para 20 palomas.

Problema 3. En una reunion hay n personas:
a) Siaconoceab, bconoce aa.
b) Ningln a se conoce a si mismo.
Demuestra que hay dos personas con el mismo nimero de conocidos.

Indicacion: Solo hay n-1 posibilidades de conocimientos de una persona como maximo.
(Si hay una persona que no conoce a nadie, entonces nadie conoce a n-1 y si alguien
conoce a n-1 personas nadie conoce 0 personas)

Problema 4. Demuestra que repartimos 100 naranjas en 14 montones necesariamente
tiene que haber dos montones con el mismo nimero de naranjas.

Indicacion: Si los 14 bloques fueran distintos, entonces 1 + 2 + ---- + 14 =105.

Problema 5. En un cajon, hay calcetines negros, rojos, azules y blancos. ¢Cudl es el
menor numero de calcetines que hay que sacar para estar seguros de que hay al menos
dos del mismo color?

Problema 6. ;Cuantas personas debemos tomar para poder asegurar que al menos dos
han nacido el mismo mes del afio?

- Volvamos al numero de pelos en la cabeza de los zaragozanos, si consideramos que un
ciudadano tiene como maximo unos 200000 pelos (se puede hacer una estimacién: 6
dm?(¢?), a 300(;?) pelos por cm?, ...), si consideramos 200000 palomares numerados y
a cada ciudadano le asignamos el palomar que coincida con el nimero de sus cabellos,
estd claro que de nuestros 600000 ciudadanos 2 (en este caso mas) tendran
necesariamente que encontrarse en el mismo palomar .



