SOLUCIONES

1. Sean r,s,u,v nimeros reales cualesquiera. Probar que:
min {r-s?,s-u’,u-v?,v-r’} <3
(OME 2005)
Solucién:

Supongamos que los cuatro niimeros r-s2,s-u?,u-v?,v-r?son mayores estric-

tamente que i.

Entonces r-s?+ s-u?+ u-v2+ v-r’>1+ 14141 0 lo que es equivalente

0> (8- )+(r%-r4 ) - (u-ut )+ (Vv ) =(s-3) 2+ (1-5) - (u5) - (v-3)?
Lo cual es imposible al ser una suma de ntimeros reales elevados al cuadrado,

es decir una suma de nimeros mayores o iguales que cero.
Por lo tanto, min {r-s?s-u?u-v? v-r’}<¢

2. Demostrar que en un tridngulo la distancia de un vértice cualquiera al
ortocentro es el doble de la distancia del circuncentro al lado opuesto a
ese vértice. (Fase Local 2007.)

Solucién.

A

Sea ABC el triangulo, H el ortocentro, O el circuncentro y D, E, F' los
puntos medios de BC';, CA y AB, respectivamente. Queremos probar que
BH =20E.



Como el tridngulo ABC' es semejante al tridngulo DEF con razén 2 y
O es el ortocentro del tridngulo DEF', obtenemos que BH = 20F

. Prueba que para cualesquiera nimeros reales a,b tales que 0O<a,b<1, se
cumple la siguiente desigualdad:

Va1 a%b + /(T —a)1—b)2 + (1 —a)2(1 —b) <2

(OME 2008)
Solucioén:
Para todo x€(0,1) se cumple que y/z< /x. (1)

Como 0<a,b<1 se tiene que 0<“T+b<1,y por lo tanto 0<ab(“7+b)<1, uti-
lizando la desigualdad anterior obtenemos:

VJab(h)< {fab(#52)

Y aplicando la desigualdad entre la media geométrica y aritmética
obtenemos que:

atb
(et < {fab(egh) <t

Luego:/ab( %52 )< ofb (2)

Del mismo modo, como 0<a,b,%b<1 se tiene que 0<(1—a),(1—b),(1—“7+b) <1,

luego 0<(1-a)(1-b)(1-%t2)<1, y utilizando la desigualdad (1) obtenemos
que:

VA= a)(1—b)(1 - =)< /(1 —a)(1 - b)(1 - 25)

Y aplicando de nuevo la desigualdad entre la media geométrica y arit-
mética obtenemos que:

V- - - 22)< {1 - a1 -1 - ottt

—1 _ atb
=1 £

Luego: /(1 — a)(1 - b)(1 - &f2)<1 — 232 (3)

Si ahora sumamos las desigualdades (2) y (3) obtenemos que:

Vab(e2) /(1= a)(1 = b)(1 - 2ft)<1



O lo que es equivalente:

wxby (1= a)(1 - B)(1 — )= fab(%5) 4 /(1 — a)(1 — b) (Lm0

=5 (Va?b +ab?++/(1 = a)’ (1 = b) + (1 = a) (1~ 1)? )

Por lo tanto va2b + ab>++/(1 — a)2(1 = b) + (1 — a)(1 — b)2</2

4. ABC es un triangulo isosceles con AB=AC. Sea P un punto cualquiera de
la circunferencia tangente a los lados AB en B y AC en C. Denotemos por
a, by c alas distancias de P a los lados BC, AC y AB respectivamente.
Probar que a? = be. (OME 2006.)

Solucién.

Como AB es tangente a la circunferencia en B, tenemos que ZABP =
/PCB. Analogamente, ZACP = Z/PBC.
Aplicando el Teorema del seno tenemos que

a c
C = sen Z/ZPCB = sen ZABP = 7B

a b
B sen Z/PBC =sen ZACP = O



Entonces

_a-PB
‘T pC
b:a-PC.

PB

Multiplicando ambas igualdades obtenemos a? = be.

. Sean a,b,c numeros reales positivos tal que abc=1. Probar que:

1 1 1 3
a3 (b+c) + b3 (a+c) + c3(a+b) > 2
(IMO 1995)

Solucién:

1 o1 1 .
Sea x—=, y—1%, z— . Entonces:

1 1 1 1 1
1 1 R i Bz P SR SR S R
a3 (b+c) + b3 (a+c) + c3(a+b)  ab+ac + ba+bc + cat+cb %-}-% + %-‘,—% + %-‘,—% Tytz | atz

2 2 2
Sea S=_t—+ f—+A—, queremos ver que S>3
x y

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre ( T T \/;Ty) y
(Vy + z,W/x + z,./T + y) obtenemos:

(xty+2)*<S(2(x+y+2))
Luego SELW:%(%) y aplicando la desigualdad entre las medias

aritmética y geométrica:

S>ohytz _rHyts (3)> 3 o/zyz=2 (Observar que xyz=—- = 1)

abce

_ 1 1 1 3
Por tanto S= F0r0 T Bt T A )25

. Sea O el circuncentro del triAngulo ABC. La bisectriz que parte de A
corta al lado opuesto en P. Probar que se cumple

AP? + 0A? — OP? = be.

(OME 2007.)




Solucion.

C

Y

s

A B

Prolongamos AP y AO hasta cortar a la circunferencia circunscrita la
triangulo ABC en @ y R, respectivamente.

Como los tridngulos APB y ACQ son semejantes (ya que ZBAP = ZQAC
y ZABP = ZAQC), obtenemos que

AP _Ac
AB  AQ’
Por otra parte, usando el Teorema del coseno, tenemos que OP? = AO? +
AP? —2A0 - AP - cos ZOAP.
Como AR es un didmetro de la circunferencia circunscrita al tridngulo
ABC, deducimos que cos ZOAP = ﬁ—%. Despejando y denotando por R
el radio de la circunferencia circunscrita, tenemos que
AQ AQ
AO* + AP? —OP? =2A0-AP-— =2R-AP- —~ = AP - AQ.
O° + 0] 0] 1R R ¥ Q

Pero, como vimos antes, AP - AQ = AB - AC = bc. Queda asi probado el
enunciado.

. Sea a#1 un numero real positivo y n un entero positivo. Demostrar que
2_a+a -2
ne< at+al—2

(OME 2007)



Solucion:
an+a,n727(an/2_a—n/2 2 .
Tenemos que == (@7 175y luego la desigualdad que tenemos

n/2 _ _-n/2\2
: 2_ (a""—a™’")
que demostrar es equivalente a n“< (@72 172)2

Sea k—+/a, entonces esta igualdad es equivalente a n< k,::k]ﬂn

n -n -n n . E 2 4 2n-2
Tenemos que A=k — k> k> —L el (12 k22 = flon (HRE AT R

k—k1 k1 k2-1 n

Aplicando la desigualdad de las medias aritmética y geométrica
obtenemos:

2 4 2n-2
nkln A+ +k :”—HC )>k1-nnﬂ/k2+4+,,,+(2n-2):kl-nnkn-lzn

(La desigualdad es estricta ya que a#1)

2 _a"4a"-2
Luego n <tha

. En un tridngulo acutangulo ABC, con AB # AC, sea V la interseccién
de la bisectriz de A con BC' y sea D el pie de la altura desde A a BC.
Si E'y F son las intersecciones de la circunferencia circunscrita a AV D
con C Ay AB, respectivamente, mostrar que las rectas AD, BE y CF son
concurrentes.

Solucién.

Sea O el centro de la circunferencia. Entonces O es el punto medio de
AV ya que ZADV = 90.



Como LOAF = LOAE = 90 — ZAFE, deducimos que AO L EF (son
perpendiculares) y entonces AF = AF.
Usando Ceva, para demostrar el enunciado bastara probar que

AF BD CE _
BF DC AE
O bien, como AF = AFE, probar que % = %.
Por otra parte, usando potencias tenemos que BF - BA = BV - BD, es
iecir, BE — BV De igual forma CE-CA = CD-CV, o bien % = g‘g
uego

BF _CE BV _CV
BD DC '~ BA CA’
y esto ultimo es el Teorema de la bisectriz.

. Sean a,b,c nimeros reales positivos tal que abc=1. Prueba la desigualdad
siguiente:

() (e + (5524
(OME 2009)
Solucién:

Como abc=1, tenemos que (lfab)Qz(lj:l ) =(5%)”.

Anéalogamente obtenemos que (1fbc)2:(;%)2y (522 =(5)*

Por tanto, la desigualdad requerida se convierte en:

(cffl)2+ (a[fl)2+ (blrl )22%

Esta desigualdad a su vez es equivalente a:

VEIGE? + G + (2

Aplicando la desigualdad de la media aritmética y cuadratica en el primer
miembro de la desigualdad obtenemos que:

\/%[(Cffl)z + ()2 + (55921 =3((

Luego, basta demostrar que: %[(Ccfl) +(<22) 4 (22)]>1 o equivalen-

abe abe abe 3
temente (733%5) + (5iwy) + (5ite) 22

v
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Ademas (C(‘llbfa)) + (a(‘ibfb)) + (b(({bfc) ):(c(llﬂ)) + (a(11+b)) + (b(11+c))

Sustituyendo a=%b=% y c=Z2en la tdltima desigualdad obtenemos:
Y, z x



10.

(cca) ™ (atab)™ (b+be)L=(2+2) (2 2) 1 (L4 2)?

Sustituyendo ahora k:%,m:%y nz%llegamos a:

(C(llﬂl)) + (a(ller)) + (b(lic)):(ﬁ) + (nfm) + (Hln) que es mayor o
igual que % por la desigualdad de Nesbitt.

De este modo hemos demostrado que (C(‘fl_’fa)) + (aaljfb)) + (b(‘}ljfc))zg

o equivalentemente:

(lfab)2+(1-£bc)2+(1+Cca)22%

Una circunferencia I's es tangente interiormente a la circunferencia I'y
circunscrita al triAngulo PAB en Py al lado AB en C. Sean E y F' la in-
terseccion de I's con los lados PA y PB, respectivamente. Sea D el punto
de interseccion de EF con PC. Las rectas PD y AD intersecan de nuevo
al'y en Gy H, respectivamente. Probar que F, G, H estan alineados.

Solucién.

Sea PT la tangente exterior a las circunferencias en P. Entonces
/PAB = /BPT = /PEF,

luego EF || AB. Sea O el centro de I's. Como OC L AB (porque AB
es tangente a I's en ('), deducimos que OC' 1. EF y por tanto OC es la
mediatriz del segmentoEF, es decir, C es el punto medio del arco EF.
Entonces PC' es la bisectriz de ZEPF'. Por otra parte

/HDF = /HAB = /BPH,



luego el cuadrilatero PDF' H es ciclico y por tanto
/DHF = /DPF = /EPD = /APG = ZAHG = /DHQG.

Esto prueba que G, H, F estan en la misma recta.



