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0.- Prélogo

Segun una leyenda, la fundacion de Cartago fue obra de un grupo de fugitivos
de la ciudad fenicia de Tiro, que hacia el siglo IX a.C. alcanzaron la entonces
floreciente ciudad de Cambé y solicitaron al rey libio—fenicio Yarba autorizacion
para establecerse alli. Contest6 éste accediendo a concederles la extension de
terreno que pudiera abarcar una piel de buey. Entonces Dido, reina de los
fugitivos, ordendé partir la piel de buey en estrechas tiras que uni6é para formar
un largo corddn y con éste puedo acotar una extension de terreno suficiente
para formar la colonia.

Ningun matematico griego penso en sacar mas partido de este problema. Para
nuestro tiempo es natural pensar qué hubiera ocurrido si llaméandose a engafio
el rey Yarba hubiera exigido como condicion suplementaria que la piel no
hubiese quedado “desconexa”, esto es, prohibir toda posibilidad de coser o
anudar lo rasgado. ¢Podria en estas condiciones acotarse un terreno de
consideracion? La respuesta es afirmativa, y a ella se llega teéricamente por
deducciones topoldgicas.

A un ocioso de una ciudad alemana, Koénigsberg, se le ocurrid un dia una
extrafia pregunta inutil, cuyo Unico interés parecia estar basado en lo dificil que
parecia contestarla: ¢ podria planear un paseo que cruzase los siete puentes
sobre el rio Pregel, que unian las diversas zonas de la ciudad y la isla situada
en medio? La pregunta corrié de boca en boca y de cabeza en cabeza sin
respuesta, hasta que vino a posarse sobre la de Euler. Alli anid6 y después de
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un periodo de incubacion dio nacimiento a una de las ramas importantes de la
matematica, la Topologia.

En http://enciclopedia.us.es/index.php/ encontramos la siguiente definicion y
unas primeras aplicaciones de la Topologia.

1.-¢Qué es la Topologia?

Rama de las matematicas que estudia las propiedades de las figuras
geométricas o0 los espacios que no se ven alteradas por transformaciones
continuas, biyectivas y de inversa continua (homeomorfismos). Es decir, la
topologia es un tipo de geometria donde esté permitido doblar, estirar, encoger,
retorcer... los objetos pero siempre que se haga sin romper ni separar lo que
estaba unido (la transformacién debe ser continua) ni pegar lo que estaba
separado (la inversa también debe ser continua).

2.- Algo de Topologia

Por ejemplo, en topologia un circulo es lo mismo que un cuadrado, ya que
podemos transformar uno en otro de forma continua, sin romper ni pegar.

Pero una circunferencia no es lo mismo que un segmento (ya que habria que
partila por algun punto). Un chiste habitual entre los topdlogos (los
matematicos que se dedican a la topologia) es que «un topdlogo es una
persona incapaz de distinguir una taza de una rosquillax:
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3.- ¢Serviréd para algo?

Pocos de los conceptos habituales de la geometria, como anqgulo, linea recta,
area, ... tienen sentido en topologia. Entonces ¢para qué sirve la topologia?
Observemos la siguiente imagen:
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Es un trozo de plano del metro de Madrid. Aqui estan representadas las
estaciones y las lineas de metro que las unen. Pero no es geométricamente
exacto. La curvatura de las lineas de metro no coincide, ni su longitud a escala,
ni la posicion relativa de las estaciones... Pero aun asi es un plano
perfectamente util (de hecho, si fuera exacto seria bastante mas dificil de
utilizar). Sin embargo este plano es exacto en cierto sentido; representa
fielmente cierto tipo de informacién, la Unica que necesitamos para decidir
nuestro camino por la red de metro: informacion topologica.

4.- Unos problemas topoldgicos

Teorema de la esfera peluda: No existe un campo de vectores continuo sobre
la esfera que sea no nulo en todos los puntos.
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O, expresado mas llanamente (y de ahi el nombre): Imaginemos una esfera
cubierta de pelo, entonces el teorema nos dice que no se puede peinar la
esfera de forma que los pelos estén orientados de forma continua. Siempre
habra en alguna parte un remolino, una raya, etc. Igual que en los ejemplos
anteriores, es facil ver que un animal, por ejemplo un perro, es topolégicamente
una esfera (si nos olvidamos de los orificios corporales y las zonas sin pelo) y
por tanto no se puede peinar de forma perfectamente lisa, siempre habra algun
remolino, etc. (Problema: ¢para un perro real sigue siendo cierto? ¢ qué figura
es?). Todo esto parece muy poco util y alejado del mundo real, pero no es
cierto. Por ejemplo, si la esfera es la superficie de la Tierra, y los pelos
representan la direccion del viento en un momento dado, entonces el teorema
nos dice que siempre, en alguna parte, habra algun remolino (y todo esto sin
usar ninguna ecuacion ni conocimientos de fisica).

Forma de los reactores de fusion nuclear : Otro ejemplo, los primeros
reactores de fusion nuclear que se intentaron construir, en los afios 50, tenian
forma esférica, y siempre fallaban, hasta que descubrieron el motivo, y hoy en
dia se hacen con forma de anillo. ¢ Cual era el problema? Un reactor de fusion
es un recipiente que contiene plasma de hidrégeno a temperaturas y presiones
muy elevadas, tanto que ningun material solido lo puede contener, y por tanto
se usan campos magnéticos para mantenerlo dentro. Si nos fijjamos en la
direccién del campo magnético en la superficie de la esfera que lo contiene, y
lo proyectamos sobre ella, obtenemos una esfera peluda. Por tanto, debe haber
algun punto donde el vector sea 0, es decir, el campo magnético sea
perpendicular a la esfera. Y por tanto el plasma se escapaba del recipiente o se
disolvia lo bastante para enfriarse.

5.- Algo de su historia:

La topologia, como el resto de las ramas de las matematicas, se desarrolld
durante bastante tiempo sin un nombre ni una definicién precisa. La definicién
anterior esta basada en el programa de Erlangen de Felix Klein, que enuncié
en 1872; mientras que el término topologia fue usado por primera vez por J. B.
Listing, en 1836 en una carta a su antiguo profesor de la escuela primaria,
Muller, y posteriormente en su libro Vorstudien zur Topologie (Estudio
preliminar sobre topologia), publicado en 1847. Anteriormente se la
denominaba analysis situs, y todavia se la siguid llamando asi durante bastante
tiempo. La primera definicion formal de espacio topolégico la dio Hausdorff en
su libro Grundziige der Mengenlehre en 1912. Aunque si tenemos que elegir un
creador para la topologia, probablemente éste seria el gran matematico francés
H. Poincaré, que si bien no fue el primero que resolvié problemas topoldgicos,
si que cre6 muchas de sus ramas y la aplicé a otros campos de la matematica,
y a otras ciencias como la astronomia.
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6.- Algun contenido : Algunos conceptos topoldgicos

interior, agujero, dimension...

Problemas famosos o curiosos: puentes de Konisberg, teorema de la esfera
peluda, algunos teoremas de dimension baja (Christenson-Voxman),
estabilidad del sistema solar, hipotesis de Poincare, clasificacion de superficies
(imposibilidad en dimension 4).

Interno/externo: banda de Mdbius, toro plano, planilandia.

espacios de dimension infinita, espacios de funciones

Division de la top: general (la basica, se aplica a analisis y estad) algebraica,
diferencial, geometrica, de dimension baja...

Homologia, homotopia, teoria de nudos, teoria de la dimension (paradoja de
Banach-Tarski, fractales), sistemas dinamicos,

Por ejemplo, una circunferencia divide a un plano que la contiene en dos
regiones, una interior y otra exterior a la circunferencia. Un punto exterior no se
puede conectar a uno interior con una trayectoria continua en el plano sin cortar
a la circunferencia. Si se deforma el plano, éste deja de ser una superficie
plana o lisa y la circunferencia se convierte en una curva arrugada; sin
embargo, mantiene la propiedad de dividir a la superficie en una region interior
y otra exterior. Es evidente que la rectitud y las medidas lineales y angulares
son algunas de las propiedades que no se mantienen si el plano se distorsiona.

7.- Ramas
Hay dos clases de topologia bien diferenciadas:

o Topologia primitiva:

o Un ejemplo de topologia primitiva es el problema de los puentes

de Koénigsberag.
« Topologia actual:

o La topologia es un campo muy activo de las matematicas
modernas. Un problema famoso de la topologia, que sélo ha sido
resuelto recientemente, es el determinar el niUmero minimo de
colores distintos necesarios para colorear un mapa corriente de
manera que no haya dos regiones limitrofes con el mismo color.
En 1976, Kenneth Appel y Wolfgang Haken demostraron, usando
un ordenador, que es suficiente con cuatro colores, sin depender
del tamafio o del nUmero de regiones.

o Lateoria de nudos es una rama de la topologia que tiene todavia
muchos problemas por resolver. Un nudo se puede considerar
como una curva cerrada sencilla, hecha de goma y que se puede
retorcer, alargar o deformar de cualquier forma en un espacio
tridimensional, aunque no se puede romper. Dos nudos son
equivalentes si se puede deformar uno de ellos para dar el otro; si
esto no es posible, los nudos son distintos. Todavia no se ha
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podido encontrar un conjunto completo de caracteristicas
suficiente para distinguir los distintos tipos de nudos.

8.- Influencia en otras ramas de las matematicas

Algunos matematicos dividen su ciencia en 5 ramas: algebra, geometria,
analisis matemético, estadistica y topologia. En realidad la topologia tiene
relaciones profundas con las otras ramas y se utiliza a menudo para resolver
problemas planteados dentro de ellas, como por el ejemplo el teorema
fundamental del algebra (aqui se usa el teorema de la esfera peluda), multitud
de problemas sobre limites, teoremas de existencia (por ejemplo el teorema de
Picard sobre la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales), etcétera.
También tiene aplicaciones a la fisica, la cosmologia, la biologia, la
meteorologia y otras ciencias.

Tuvo una gran influencia en la creacion de la teoria de conjuntos, fue el origen
de la teoria de categorias y ha impulsado el desarrollo de los fundamentos de
las matematicas.
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9.- Uno de los primeros problemas : Los puentes de Kdnigsberg
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EL PROBLEMA DE LOS PUENTES DE KONIGSBERG
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LOS SIETE PUENTES DE KON|GSB ERG.- un ciudadano de Koénigsberg (Prusia) se

propuso dar un paseo cruzando cada uno de los siete puentes que existen sobre el rio Pregel una sola vez. Los
dos brazos del rio rodean a una isla llamada Kneiphof. ;Cémo debe cruzar los puentes para realizar el paseo?

v

L a ciudad de Konigsberg, hoy Kaliningrado, se encuentra a orillas del Mar Baltico, en territorio Ruso y a unos 50 kilémetros de la frontera con
Polonia. En el pasado pertenecié a Prusia. Uno de sus habitantes més ilustres fue el filésofo Immanuel Kant.

En Konigsberg se juntan dos rios, formando una isla en su confluencia. Siete puentes unian (ya no, pues la ciudad fue parcialmente destruida
durante la Segunda Guerra Mundial) las diferentes partes de la ciudad, como se aprecia en el mapa de la época ubicado al inicio de la pagina.
En el siglo XVIII se hizo popular como adivinanza o pasatiempo averiguar si era posible cruzar los siete puentes de la ciudad pasando sélo una
vez por cada uno de ellos.

Este problema, por supuesto, puede resolverse mediante un estudio exhaustivo de todos los posibles itinerarios. Pero las matematicas se
interesan en generalizar el problema y buscar una solucién sencilla y valida para todos los posibles mapas de ciudades, e incluso objetos mas

generales.



El problema es simplemente encontrar un trayecto, alrededor de una serie de puentes, que cruce solamente una vez
cada uno de ellos. El mapa de abajo muestra la disposicion de siete puentes y dos islas en la ciudad de Konigsberg.
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Loz Puentes de Eonigsberg

En 1736, el matematico suizo radicado en San Petersburgo Leonhard Euler publicé "Solutio Problematis ad
Geometriam Situs Pertinentis”, un articulo en el que resolvia el problema en el caso general. Este trabajo es
considerado como el nacimiento de la Teoria de Graficos, utilizada hoy en dia en una multiplicidad de aplicaciones, y
también uno de las primeras apariciones de una «nueva geometria» en la que importan sé6lo las propiedades
estructurales de un objeto y no sus medidas. A esto se refieren las palabras «geometriam situs» en el titulo de Euler,
palabras que hoy se traduce como topologia.

La topologia es una de las ramas mas nuevas de las matematicas. Una manera simple de describirla es aquella en la
cual se sefiala que su orientacion se centra en el estudio de ciertas propiedades de las figuras geométricas. El término
topologia fue usado por primera vez en 1930 por el matematico Solomon Lefschetz. Generalmente ha sido clasificada
dentro de la geometria, se la llama a menudo geometria de la goma elastica, de la lamina elastica o del espacio
elastico, pues se preocupa de aquellas propiedades de las figuras geométricas del espacio que no varian cuando el
espacio se dobla, da la vuelta, estira o deforma de alguna manera. Las dos Unicas excepciones son que el espacio no
se puede romper creando una discontinuidad y que dos puntos distintos no se pueden hacer coincidir. La geometria se
ocupa de propiedades como la posicion o distancia absoluta y de las rectas paralelas, mientras que la topologia sélo
se ocupa de propiedades como la posicion relativa y la forma general.

El estudio de los fundamentos de la topologia no es a menudo parte de los programas de estudios de las mateméticas
en las escuelas de ensefianza secundaria y, por ello, para muchos suena como el conocimiento de algo intimidante y
extrafio. Sin embargo, hay algunas ideas de las bases de la topologia facilmente captables e interesantes, aplicables a
muchas situaciones, incluidas algunas de diversién. Una de estas areas es la topologia de redes de trayectorias de
circulacion, que fue desarrollada por Euler en 1735, y que es el tema central de este trabajo.

La idea de Euler fue considerar los cuatro lugares terrestres, que se deseaban comunicar (hay 4 de ellos), como
puntos de destino y, a los famosos puentes, como trayectorias entre esos puntos. En consecuencia, el mapa de
Konigsberg —en esencia matematica— puede ser entonces reducido al siguiente diagrama, que es un ejemplo de lo que
se suele llamar un gréfico:

Un gréfico, es una figura cuyas lineas o curvas (llamadas margenes), conectan puntos o vértices. En consecuencia, la
trayectoria de los puentes de Konigsberg puede ser reformulada como un gréafico, en el cual los margenes son
remontados una sola vez.

Para cada uno de los vértices del grafico, el orden de los nimeros de cada uno de ellos corresponde al margen que le
concierne. La figura de abajo muestra el gréfico del problema de los puente de Koénigsberg, con el orden de los
nimeros de los vértices.
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, traté de resolver el problema de la trayectoria de los puentes de

Konigsberg, graficando la sustitucion de &reas terrestres por vértices y los

puentes por arcos (margenes). En la figura de abajo, los puntos rojos
representan las &reas terrestres de Konigsberg y las curvas negras los puentes. Este problema, por
supuesto que puede ser resuelto mediante un estudio exhaustivo de todas las posibles trayectorias. Pero
las matematicas se interesan en generalizar el problema y buscar una solucién sencilla y vélida para todos
los posibles mapas de ciudades, e incluso objetos mas generales.

En funcién de la ubicacién de cada uno de los vértices y de los margenes que los conectan, Euler no pudo entregar
una solucién al problema de la trayectoria de los puentes de Kénigsberg. Solamente podria haber una solucion si los
vértices pudiesen ser conectados con margenes pares, ya que ello implicaria entrar y salir a través de los mismos por
los cuales se llega. Alternativamente, dos vértices pueden estar conectadas por un nimero impar de margenes vy,
éstos, serian el comienzo y el final de la trayectoria.

La primera observacion que salta del parrafo anterior, es que el problema se puede reformular como sigue. El grafico
de la derecha tiene cuatro vértices y siete margenes; ahora bien, ¢es posible recorrerlo entero sin pasar dos veces por
el mismo margen? En el gréfico, los cuatro vértices (los puntos rojos del dibujo) representan las cuatro partes en que
los rios separan a la ciudad, y los siete méargenes (las lineas que unen los vértices) representan los puentes. En
términos més familiares para los aficionados a los pasatiempos: ¢es posible realizar el dibujo del gréfico sin levantar el
lapiz del papel y sin pasar dos veces por el mismo margen? (Se permite pasar dos veces por el mismo vértice).

La respuesta de Euler es considerablemente simple. Supongamos que, efectivamente, es posible realizar el dibujo sin
levantar el lapiz del papel. Al realizar el dibujo, en cada vértice intermedio que atravesemos entraremos por un margen
y saldremos por otro. En particular, el nimero de méargenes que convergen con cada vértice del gréfico, exceptuando
quizés los vértices inicial y final del dibujo, ha de ser par. Si llamamos «valencia» de cada vértice al nimero de
margenes que convergen en él, lo dicho anteriormente significa que para que el problema tenga solucién es necesario
que en el grafico haya como mucho dos vértices de valencia impar. En el caso del grafico de Konigsberg los cuatro
vértices tienen valencia impar, asi que el problema no tiene solucién.

Demostrar que esa condicién precedente es no sélo necesaria, sino también suficiente, no es dificil. Si a ello,
agregamos el hecho de que en todo grafico el nimero de margenes con valencia impar es par (porque al sumar las
valencias de todos los vértices estaremos contando dos veces cada margen) se llega a la conclusion de los gréaficos
que se pueden dibujar sin levantar el lapiz del papel y sin pasar dos veces por el mismo margen:

®  Sj un gréafico no tiene vértices de valencia impar, entonces se puede dibujar. Ademas,
se puede dibujar empezando desde cualquier vértice y el dibujo serd «cerrado» en el
sentido de que termina en el mismo vértice en el que se empezé. A estos graficos se
les llama eulerianos.

® Sj un gréfico tiene exactamente dos vértices de valencia impar, entonces se puede
dibujar, pero siempre sera necesario comenzar en uno de ellos y terminar en el otro.

®  Si un gréfico tiene cuatro o mas vértices de valencia impar, entonces hasta ahi se
llega, ya que no se puede dibujar.

10.- Otros problemas : Grafos y Caminos

a) EL CRUCE DE LA RED.



Se trata de trazar una linea continua a través de la red cerrada de la figura, de
modo que dicha linea cruce cada uno de los 16 segmentos que componen la
red una vez solamente. La linea continua dibujada no es, evidentemente una
solucion del problema, ya que deja un segmento sin cruzar. Se ha dibujado
solamente a fin de hacer patente el significado del enunciado del problema.

b) DIBUJANDO SOBRES. DE UN SOLO TRAZO, ¢(POSIBLE O IMPOSIBLE?

En la figura tenemos dos sobres ligeramente diferentes ya que el segundo tiene
una linea mas, que marca la doblez de cierre. ¢ Es posible dibujar cada uno de
los sobres sin levantar el lapiz del papel, y sin pasar mas de una vez por el
mismo trazo?

De los 8 dibujos de la figura, ¢cuales pueden dibujarse de un sélo trazo y
cuales no?



¢, Sabrias hacer esto mismo saliendo de algun punto y volviendo al mismo
punto?

Fig. 2 Fig.3

Fig. 4




Prueba, prueba... en la figura 3 te costara terminar en el punto en que
comienzas. La figura 4 es tan facil de trazar que, a no ser que lo hagas a mala
idea, saliendo de cualquier punto llegas al mismo punto sin repetir arcos y
recorriéndolos todos, y eso casi sin proponértelo, La figura 2 parece mas
simple, tiene menos trazos, pero para ella, como para esta figura 6 de sélo tres
trazos,

Fig. 6

los dos problemas propuestos son imposibles de modo clarisimo, trivial, como a
veces se dice insultantemente. La figura 5 parece que no hay quien la analice,
pero ahi tienes una solucion:
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Fig. 7

¢, Cual es el misterio de los arcos de un caso y de otro? ¢ Como averiguar si un
dibujo se puede hacer como se pide y otro no? Y si se puede, ¢,cOmo encontrar
la receta?

Empecemos por casos sencillos:

Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11

La figura 8 se puede, pero no se puede salir y llegar al mismo punto. La figura
9 se puede si se sale de A terminando en B y también se puede conseguir si se
sale de B terminando en A, pero si salimos de C no se puede. La figura 10 no



se puede de ninguna forma. La figura 11 se puede saliendo de cualquier punto
y se termina en el mismo punto. Lo que distingue a los vértices es claro. El
namero de posibles entradas y salidas de ellos, es decir el nUumero de arcos
que concurren en cada uno. Aqui estan esos numeros, el grado de cada
vértice:

1 o 1 2 2
3
1 3

1 1 1 2 2
¢Y por qué es importante ese numero. Entradas y salidas es lo que andamos
buscando. Lo que nos atasca en un vértice es la falta de una salida, ¢no? Es
cierto, pero tener muchas entradas y salidas no siempre es bueno. La figura 12
tiene mas entradas y salidas que la figura 3 y sin embargo la 3 es posible y la
12 imposible. Pensemos en una figura posible de trazar volviendo al mismo

vértice de partida. Para cada vértice del recorrido, como no nos paramos en él,
resulta que entramos tantas veces como salimos, naturalmente por arcos

Fig. 12

distintos. Asi, cada vértice es de grado par. El primero también pues volvemos
a terminar en él.

Asi, si una figura es posible terminando en el mismo vértice de salida tiene que
tener todos los vértices de grado par.

¢Aclara esto nuestro problema totalmente? jAln no! ¢Resultara que si todos
los vértices son de grado par podemos hacer un recorrido llegando a terminar
en el vértice de salida? Veamos. Lo que es seguro es que nunca nos
atascamos en nuestro camino si no es en el vértice de salida S, pues como
cada vértice es de grado par, al entrar en uno que es distinto de S por primera
vez nos queda un nimero impar de arcos de salida, es decir, por lo menos un
arco, al entrar por segunda vez nos queda de nuevo un namero impar, pues
hemos usado tres arcos que concurren en ese vértice; asi, siempre que
entremos podremos salir. Por tanto, caminando por nuestra figura al buen
tuntin saliendo de S sélo nos atascamos estando en S de nuevo. Si hemos
recorrido toda la figura ya tenemos nuestro problema resuelto. ¢Y si no la



hemos recorrido? Si en nuestro camino C nos faltan arcos por recorrer, lo cierto
es que podemos proceder asi para ampliar nuestro camino y hacer uno mas
grande que siga verificando las reglas del juego. Cuando lleguemos al primer
vértice S; del que salen arcos que no estén recorridos, vamos por ellos. Como
antes, no nos podemos parar si no es en S;. Ahora, cuando en S; estan
recorridos todos los arcos que salen de él, seguimos a partir de S; por el
camino inicial C hasta llegar al primer vértice S, en el que concurran arcos que
no estan recorridos ni en el camino C ni en la ampliacion que acabamos de
hacer. Asi, acabamos por recorrer todos los arcos.

Por tanto, si todos los arcos son de grado par, la figura propuesta es posible y
ademas tenemos la receta para trazar el camino pedido. jAdemas esta receta
nos dice que el vértice de salida, que puede ser cualquiera, es necesariamente
el mismo que el final!

¢ Y si hay vértices impares? Observa de nuevo la figura 9.

Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11

Si sales de A o de B, consigues hacerla, pero si sales de C, no. Los vértices A
y B son impares, el C es par. ¢ Qué misterio es éste? Lo que antes nos condujo
a la solucion nos puede indicar la forma de proceder ahora. En un trazado
como el que tenemos que hacer hay un vértice inicial, un vértice final y todos
los demas de paso. Pero un vértice de paso (ni inicial ni final) tiene tantos arcos
de entrada como de salida, es decir, es de grado par. Por tanto si una figura
admite un trazado como el que se pide, todo vértice de paso ha de ser par.
Pero los vértices de paso son todos menos dos. Por tanto, si una figura tiene
mas de dos vértices impares, es imposible.

Por otra parte, si una figura tiene dos vértices impares, esta claro que si
intentamos trazarla segun las reglas, tendremos que salir de uno de los vértices
impares e intentar terminar en el otro vértice impar.

Sdlo nos queda una cuestion para tener nuestro problema resuelto totalmente.
Si una figura tiene dos o soOlo un vértice impar, ¢sera posible?, Lo que hasta
ahora sabemos nos puede aclarar las cosas. Si una figura tiene uno o dos
vértices impares, salimos con decisiéon de uno de ellos S. No nos podemos
atascar en ningun vértice par, pues si entramos podemos salir de él, ni
tampoco en S, pues al salir gastamos uno de sus arcos y asi le quedan
después un namero par de ellos y, por tanto, si volvemos a entrar podemos
salir. Como acabamos por atascarnos (sélo hay un numero finito de arcos)
gueda claro que nos atascamos en el otro vértice impar, lo cual demuestra que
no puede haber un solo vértice impar.



Ahora nos preguntamos: ¢hemos recorrido con este camino C toda la figura?
Si es asi, enhorabuena, ya tenemos nuestro problema resuelto. ¢ No? Entonces
procedemos como antes. Salimos de S por el camino C hasta llegar al primer
vértice S; del que salen arcos no recorridos del camino C. Observa que a todos
los vértices que tienen aun arcos no recorridos en C les falta un niumero par de
arcos por recorrer. Asi, saliendo de S; por arcos que no estdn en C no nos
atascamos en ningun vértice distinto de S;. Asi llegamos a S; por un camino C;
de arcos que no estan en C habiendo recorrido todos los arcos de S; que no
estaban en C. Ahora podemos continuar por C hasta llegar al primer vértice S,
gue tiene arcos que no estan en C ni en C;. Procedemos igual, y de este modo
acabamos por recorrer todos los arcos de la figura.

Puedes practicar el método proponiéndote figuras posibles complicadas y
desafiando a algun amigo a trazarlas. Por ejemplo, las siguientes.




c) LOS VECINOS BELICOSOS (http://www.acanomas.com/)

Se dice que tres vecinos que compartian un pequefo parque, como se ve en la
ilustracién, tuvieron una rifia. El duefio de la casa grande, quejandose de que
los pollos de su vecino lo molestaban, construyé un camino con cerca que iba
desde su puerta a la salida que estd en la parte inferior de la ilustracion.
Después el hombre de la derecha construydé un camino hasta la salida de la
izquierda, y el hombre de la izquierda construyé un camino hasta la salida de la
derecha.

Ninguno de estos caminos se cruzaban. ¢ Puede dibujarlos correctamente?

N/

d) LAS TRES CASAS Y LOS TRES POZOS Y OTROS PARECIDOS

Empecemos por uno facil : Dados cuatro puntos en el plano A,B,C,D, unir cada
uno a los otros tres mediante lineas rectas o curvas del plano que no se
crucen. Cada linea debe contener solo dos de los puntos. Piensa. Facil ¢no?
La solucion es



Ahora un poco mas dificil. Dados cinco puntos en el plano, unir cada uno a
los otros cuatro por lineas que no se crucen.

A o
O O
E
O
C D
O O

Prueba un rato. Parece mas dificil ¢no?..

Vamos ahora al de las tres casas y los tres pozos :

Se dibujan tres casas y tres pozos. Los vecinos de las casas tienen todos el
derecho de utilizar los tres pozos. Como no se llevan bien en absoluto, no

quieren cruzarse jamas. ¢, Es posible trazar los nueve caminos que juntan las
tres casas con los tres pozos sin que haya cruces ?

[
A B

o[

O L

O O



Si no te sale, lo que es muy probable, ¢Qué te pareceria tratar de resolverlo
sobre una banda de Moebius? . ¢ Sera mas dificil todavia,....0 no?

e) Otros problemas de grafos

1.- En un futuro no muy lejano habra viajes interplanetarios. Supon que en el
sistema solar se establecieran las siguientes rutas (y soélo éstas): Tierra-
Mercurio, Pluton-Venus, Tierra-Pluton, Pluton-Mercurio, Mercurio-Venus,
Urano-Neptuno, Neptuno-Saturno, Saturno-Jupiter, Jupiter-Marte, y Marte-
Urano. ¢ Se podria realizar el viaje desde La Tierra hasta Marte?

2.- En cierto pais hay nueve ciudades que llamaremos 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8y 9.
Las rutas aéreas entre ellas son un tanto curiosas, pues soélo hay vuelo de una
ciudad a otra si el nimero de dos digitos formado por los nombres de las
ciudades de salida y de llegada es divisible entre 3. (Se puede viajar de la
ciudad 1 ala 9?

3.- Un trozo de alambre tiene 120 cm de longitud. ¢Se puede construir con él
un cubo de 10 cm de lado simplemente doblandolo? ¢Cual es el nimero
minimo de cortes que tendremos que hacer en el alambre para conseguir
construir el cubo?

4.- En Pequefielandia hay 15 teléfonos. ¢ Podriamos conectarlos con cables de
modo que cada teléfono tenga linea exactamente con otros cinco?

5.- Volvemos a los teléfonos de Pequefielandia. ¢ Podrian conectarse de modo
qgue haya cuatro teléfonos que tengan cada uno linea con otros tres, ocho
teléfonos que la tengan cada uno con otros seis y tres teléfonos que estén
conectados cada uno con otros cinco?

6.- En un pais hay cien ciudades y de cada ciudad salen (o llegan) cuatro
carreteras. ¢ Cuantas carreteras hay en ese pais?

7.- En una clase hay treinta alumnos. ¢ Puede ocurrir que nueve de ellos tengan
exactamente tres amigos cada uno, once tengan cuatro amigos cada uno y
diez tengan cinco amigos cada uno?

8.- En el pais del Siete hay quince pueblos cada uno de los cuales esta
comunicado a por lo menos siete de los otros. Demuestra que se puede viajar
de un pueblo a otro cualquiera, aunque para ello haya que pasar posiblemente
por algun otro pueblo en medio.



11.- Solucién a algunos de los problemas

EL CRUCE DE LA RED. EI problema no tiene solucion.

En efecto, cada uno de los tres rectangulos mayores de la figura
tiene un numero impar de segmentos. Como cada vez que se cruza un
segmento se pasa de dentro a fuera del rectangulo o viceversa, quiere
decirse que en los tres debe de haber una terminacion de la linea en su
interior para que la linea cruce el numero impar de segmentos una sola
vez, y como hay tres rectangulos mientras que la linea continua no tiene
mas que dos extremos, la solucién del problema es imposible.

DIBUJANDO SOBRES. Aunque el segundo parece el mas complicado de
dibujar, la realidad es que puede dibujarse en las condiciones
estipuladas. El primero en cambio, no.

Todo vértice en el que concurren un namero impar de lineas ha de
ser comienzo o fin del trazado, ya que si no, por cada entrada ha de haber
un salida. En la segunda figura, en los vértices inferiores ocurre esto,
luego uno puede ser comienzo y el otro fin del dibujo. (Ver figura)

En el primer sobre son cuatro los vértices en los que concurren un
numero impar de lineas; como no puede haber mas que un fin y un
comienzo, es imposible dibujarlo en las condiciones propuestas.




EN GENERAL: DE UN SOLO TRAZO, ¢POSIBLE O IMPOSIBLE? Se
pueden dibujar de un solo trazo los de la fila superior. Es imposible para
los de lafila inferior.

LOS VECINOS BELICOSOS

Los vecinos belicosos hicieron asi sus senderos:




LAS TRES CASAS Y LOS TRES POZOS Y OTROS

Problema de los cinco puntos : jlmposible! Fijate: si colocas cuatro puntos
A,B,C,D, los puedes unir como has hccho antes
A B
1 4

o

Ahora te preguntas: de entre las regiones del plano que han resultado, ¢dénde
podria quedar el quinto punto E de modo que el problema fuese posible? Si
estd en 1 no se puede unir a C, si esta en 2 no se puede unir a A, si esta en 3
no se puede unir a B y si esta en 4 no se puede unir a D. Asi esté donde esté
resulta que la tarea es imposible.

En cuanto al de las tres casas y los tres pozos : Pues no: cualquier disposicion
de las casas, los pozos y los caminos implica la presencia de al menos un
cruce

¢, Qué le pasara a este problema en la banda de Moebius?



Si los granjeros vivieran en la cinta magica que vamos a construir ahora, el
problema se les resolveria facilmente.

Coge una tira de papel asi

20cm

N Q

Vas a plegar sus bordes MN con PQ, pero antes de hacerlo le das media vuelta
al de la derecha. Asi

A continuacién los pegas de modo que Q vaya a My P a N. Te queda algo
como esto que te pinto

jAhi tienes la cinta de Mdbius! ¢ Qué tiene de magico? Coloca tus granjas y tus
pozos. Asi



Trata de resolver ahora el problema de los granjeros caprichosos. Desde A
sales por una linea a la misma distancia del borde que Ay veras que llegas al
punto 3... js6lo que por detras! Asi mismo, saliendo de C por una linea a la
misma distancia del borde que C veras que llegas al punto 1... jtambién por
detras!

Completar las otras conducciones es cosa facil.

También el problema de los cinco puntos se resuelve de modo parecido sobre
la cinta de Mdbius.
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