A mediados del s. XVIII el prolifico y genial matema-
tico suizo Leonhard Euler analizd y resolvié un juego
de probabilidad con cartas llamado Rencontre.
Como otros problemas probabilisticos, el enunciado
es facilmente comprensible, su analisis no es ele-
mental y el resultado parece contrario a la intuicion
o, cuando menos, sorprendente. Euler utiliza, para
la resolucion del problema, la combinatoriay la
suma de ciertas sucesiones. En este articulo se pre-
tende llegar a la misma conclusién recurriendo a
unas matemadticas mas cercanas al alumno de ba-
chillerato.
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The Rencontre’s Problem

By the middle of the XVIlIth century, the prolific and
brilliant Swiss mathematician Leonhard Euler analy-
zed and solved a probability cards game called Ren-
contre. As it happens with other probability
problems, the game has an easily and understanda-
ble wording, its study is simple and the result
seems to be surprising, far from the one expected.
In order to solve the problem, Euler uses the Com-
binatorial Theory and the addition of sequences.
This paper aims to reach the same conclusion using
a kind of Mathemtics much closer to an average
high school student.
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El problema de Rencontre

MIGUEL BARRERAS ALCONCHEL

| problema

Leonhard Euler es, sin duda, el matematico mas
prolifico de la historia. Entre otros muchos textos
(69 tomos son necesarios para contener todos los
de su Opera Ommnia), esctibi6 diversos trabajos sobre
Estadistica y Probabilidad. En uno de ellos, Calen/
de la probabilité dans le jeu de rencontre, publicado en las
Memoires de I’Academie des Sciences de Berlin (1753)",
abordo el siguiente problema:

El Juego de Rencontre es un juego de azar en el que dos
personas, con un mazo completo de cartas cada una,
sacan a la vez una carta detras de otra hasta que gana una
de ellas si sacan la misma carta. Si no tiene lugar dicha
coincidencia, entonces gana la otra persona. Con estos su-
puestos, se pregunta la probabilidad de ganar que tiene
cada persona.

Este juego ya habia sido planteado y resuelto unas
décadas antes por Montmorti®. Se llamé entonces
Treize, puesto que se partia de un mazo de trece
cartas (el numero de cartas de un palo de una baraja
francesa).

De Moivre también lo estudié en 1718°. Segura-
mente Euler no conocia esos resultados y por eso
se aplico a él y lo resolvio.



El método de Euler

Sus razonamientos son claros y cercanos al lector
actual. No olvidemos que Euler es, sin duda, uno
de los mayores inventores de signos matematicos.
A ¢l se deben las notaciones para los nimeros ¢, el
numero [, la unidad imaginaria i, el simbolo de su-
matorio, ], la expresion para una funcion, f{x), tales
como hoy los conocemos.

Euler explica su procedimiento:

A tal efecto es necesario hacer algunas observaciones ge-
nerales que nos conduzcan al conocimiento de las proba-
bilidades para numeros grandes de cartas, conociendo las
probabilidades para numeros mas pequefios.

Con razonamientos combinatorios, llega a resolver
casos sencillos para, después, generalizar los resul-
tados usando sumas de sucesiones del tipo:

1 1 + 1

1-— + +..x
1-2 1-2-3 1-2-om
Recordemos que Euler era especialista en este tipo
de calculos. Llega incluso al caso de infinitas cartas,
sumando una serie que, curiosamente, involucra al
numero e. Un trabajo elegante, sin duda.

Nuestra solucion

Antes de enfrentarnos al problema es interesante
apelar a nuestra intuicion: ¢Qué es mas ventajoso,
apostar a que va a haber coincidencia o al contrario?
Habiendo apostado a la coincidencia, ¢qué resultara
mas favorable, jugar con 10 cartas (los 10 oros de
una baraja espanola, por ejemplo), con 40 (una ba-
raja completa espafiola), o con 52 (una baraja fran-
cesa)? Es probable que la intuicion viaje indecisa
entre las distintas opciones, de igual manera que di-
vaga en la contemplacion de algunas imagenes am-
biguas. Lo que, de entrada, tenemos claro es que
con una carta la probabilidad de coincidenciaes 1y
con dos, 1/2.

Vamos a analizar el problema con 7 cartas.
La generalizacion posterior resultara ob-
via.

No hay pérdida de generalidad en suponer
que el jugador A destapa sus cartas y que
sus cartas estan ordenadas en la mesa del
1 al 7. El jugador B juega a que va a haber
alguna coincidencia. El jugador A des-
pliega sus 7 cartas (sus 7 numeros) y el
jugador B enfrenta el desorden descono-
cido de sus cartas tapadas en la mesa de
juego. La suerte esta echada. Habra coin-
cidencia o no.

Juego de Rencontre: situacién 1 (posicidn inicial)

Antes de seguir, tenemos que coincidir en
una cosa. Se levantaran las cartas del ju-
gador B, el que las tiene tapadas y juega a
que hay alguna coincidencia, y, si la hay, el
jugador B ganara. De lo contrario, perdera.
Pero e/ orden en el que se vayan destapando las
cartas del jugador B no importari en el andlisis
de la situacion.

Tomémonos un tiempo para reflexionar
sobre esta ultima afirmaciéon. Cuando ya
hayamos aceptado ese lema, sigamos ade-
lante, pues el problema casi esta resuelto.

Hay que empezar a jugar por algun sitio.
B levanta su primera carta tapada de la iz-
quierda. Si sale 1 ya ha ganado. Ha tenido
muy buena suerte. Una probabilidad de
1/7. No ganara, de momento, con un 6/7
de probabilidad. Pero no hay que deses-
perar. El juego sigue.

Pongamos que le sali6 el 5. B puede le-
vantar la que quiera, pero el matematico,
para el analisis, levanta la pareja del 5 de

A.



Juego de Rencontre: situacién 2

Puede salir el 1. sQué pasa si sale el 17
Que nos quedan, ya no 7 cartas enfrenta-
das con sus numeros, sino 5. Y el pro-
blema se simplifica.

Llamaremos P_a la probabilidad de ganar
(que haya coincidencia) con 7 cartas. En
el caso anterior nos plantarfamos en P..
Y por ahi, podremos seguir tirando de
forma recurrente. Ya veremos, echando
cuentas un poco mas tarde, como.

Pero sigamos con las cartas. Vamos a ver
todas las posibilidades. Supongamos que
la segunda carta no cerrara ciclo, que no
fuera un 1; que fuera, por ejemplo, un 3.

Juego de Rencontre: situacién 3

¢Qué harfa el matematico analista? Levan-
tar la pareja del 3. Si esa carta fuera un 1
se cerraria ciclo y el problema pasaria por
calcular P : los destapados de A, 2,4, 6y
7, enfrentados a los mismos tapados de B
en un orden incierto.

salel ganaB

1/7/’
salel Ps
6/7\‘ no sale 11V

sale 1l
5/6\ 1/5

nosale 1
4&

nosale 1

Juego de Rencontre: situacion 4

Mediante un diagrama de arbol podemos desgranar
las probabilidades que se nos plantean. No es dificil
seguir el procedimiento del matematico decidido
que quiere llegar a la solucion final.

Asi, la probabilidad de que haya coincidencia con 7
cartas, la que hemos llamado P_ es:

1 61 1 1
P7:f+§.f.P5+§.§ _ 1)4+§§ﬁfp3+
776 765 765 4

65431 654321
+7.7‘7,7'7‘P2+7'7‘7‘7,7,7‘p1=
76543 765432
1
= 1+P,+P,+P+DP,+P)

Y, en general, para n>2:

P==-(1+P_+P_ +..+P+P+P)

n=2

N

siendo, obviamente, P, = 1y P, = 1/2. De aqui se
obtiene facilmente la ley de recurrencia que nos
proporciona todas las probabilidades:

nt2

1
:m-(HPﬁPH+g_2+...+PZ+B):

= ﬂiz-(1+P”+RZ_1+n-Pﬂ—l)

Por tanto:

(n+2)-P,,=@+1)-P+P_,

salel P;

salel P,
1/3

nosale 1 salel P,

2/3\‘ no sale ll/y'
12N

nosalel —— salel

Arbol de probabilidades del juego de Rencontre



De donde se deriva la férmula general:

_(+1)-P+P_,
nt2 ”+2

Dividiendo los términos de la igualdad anterior por
P ., ytomando limites en el infinito obtenemos:

P +1) P 1
Lin—22 = Lin"¥D . 20y
e By nt2 P ot 2

Ilamando w al limite buscado:

n+l

w= Lim—""
n—yoo

Ha de cumplirse la igualdad: w =7/ w Y asi, w = 1,

lo que quiere decir que la sucesion de propobabili-

dades se estabiliza conforme aumenta el numero

de cartas. He aqui la primera conclusion sorpren-

dente.

Para acabar, nos preguntamos cuanto vale ese limite
y a partir de cuantas cartas la sucesion se hace esta-
ble. Ya se han comentado losimeros valores de la
sucesion de probabilidades: P, = 1, P, = 1/2. Los
restantes nos los da el programa Exve/ (tanto en
grafico como en tabla):

B
It]
-
=]
o)
=

P =1
P,=0,5

P, =0,6666
P,=0,625

P, =0,6333...

P, =0,6319444...
P,=0,63214286
P, =0,63211806
P, =0,63212081
P,, = 0,63212054
P,, = 0,63212056
P, =0,63212056

Vemos que la probabilidad de coincidencia
se estabiliza muy rapido. Puede observarse
que el nimero de cartas es practicamente
irrelevante a partir de cinco. La probabili-
dad de que haya coincidencia es
0,63212056. ¢Sorprendente?

Como apuntabamos al principio este na-
mero esta estrechamente relacionado con

el nimero ¢, pues se trata, precisamente,
de 7-1/e.
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