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web “Matematicas en tu mundo”
http://catedu.es/matematicas_mundo

La relacidén entre Matematicas e Historia se estaldé menos en tres sentidos:

Hay una Historia de las Matematicas que nos mueksargimiento de ciertos problemas y
las diversas soluciones a los mismos intentadasl éiempo; su evolucion y la de los
conceptos nacidos en ese proceso.

Hay una vision de las Matematicas insertas en $&oHa. Como cualquier obra humana se
han desarrollado en unas condiciones histéricagigles, a favor o en contra de los poderes
politico y religioso, también dentro de una ideddodNo surgen “porque si”. A su vez han
contribuido decisivamente a transformar nuestrgedad, nuestra forma de vivir.

Y, en tercer lugar, las historias de los matematitas muestran peripecias personales llenas
de azares, donde se dan cita heroismo, abnegacé&siugrzo; pero también intereses,
traiciones y ambicién. Muchos de su protagonistadripn ser personajes de apasionantes
novelas (Evaristo Galois, Sophie Germain, NicolontBoa “Tartaglia”, etc.). Las
Matematicas no son un saber llegado desde otretplasino una obra humana forjada a
través de los siglos, con muchas vidas detras.

¢ Por qué estos empefios individuales y colectivagsmiver esos problemas matematicos?
En 1830, el matematico aleman Jacobi lo resumigrenfrase!Por el honor del espiritu
humano” Y hay que afiadir que, ademas del honor comad, idaa ejercido una poderosa
motivacion los honores, el reconocimiento, podearsar cierta inmortalidad a través de un
teorema que sobreviva a su creador portando su neorln esas lineas cabe situar los
intentos durante 351 afos por resolver el llamadordma de Fermat, aunque hoy lo
debemos llamar Teorema de Wiles en honor a ginatnfente lo demostro.

Pero la creacion matematica también esta motivadayp utilidad. Esa Optica utilitaria ha
sido el motor de ciertos conceptos y herramientaso¢ por ejemplo, los logaritmos,
surgidos para aliviar los grandes calculos en lkeejacion en el s. XVIIl. Recordemos que
los logaritmos reducen la dificultad de las opemaes a realizar: el logaritmo de un
producto es una suma de logaritmos; el de un ciecesuna resta; el de una potencia es un
producto; y el de una raiz es un cociente.

El reto intelectual, la busqueda de la gloria yutdidad son tres ingredientes que, en
proporciones variables segun los casos, se hanicadtbpara erigir esta obra monumental
de la cultura que son las Matematicas.

De sus muchos episodios ricos e intensos, he elggada hoy el acceso al concepto de
funcion y el paso de las funciones al Calculo [Rifeial. Uno de sus principales
protagonistas, Isaac Newton (1642 — 1727) dijo &stesa frase'Si he llegado tan alto
fue porgque estaba sobre hombros de gigantees gigantes de que hablaba Newton eran
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sus predecesores Arquimedes, Kepler, Galileo ysptnoienes habian dejado abiertos
interrogantes e iniciados métodos que Newton yh&lh Gottfried Leibnitz (1646 — 1718)
habian de recoger y culminar, creando dos herraasigan potentes y decisivas como el
Calculo Diferencial y el Célculo Integral. Quienssais estudiantes de Bachillerato ya
conocéis algo de ellos, no asi los de ESO, quersicgis las funciones. Espero que esta
sesion sirva a los primeros para dar mas sentidajae ya conocen; y a los segundos, para
recibir con mayor motivacién esas proximas ensedmnz

Funciones para entender el mundo

En el s. XVII, a la vez que se conseguia conocara@iimiento de los planetas, se comenzé
a investigar como suceden los fenOmenos naturalda €ierra, qué leyes siguen. Fue el

nacimiento de la experimentacién y de la Fisica enwal Uno de los primeros y mas

importantes resultados fue saber que el mismoiprinque explica muchas cosas de las que
vemos en la Tierra es el que también rige los mavitns de los planetas en el cielo: la
Gravitacion Universal. Después, y hasta nuestras, dibs cientificos han experimentado y
descubierto leyes con las que explicar todo tipcsitigaciones (no sélo fisicas, también

econdmicas, sociales, etc.). La aplicacion de é=ypess, a través de la tecnologia, ha
transformado el mundo.

Pero para que esta aventura del conocimiento sgujese, fueron necesarios nuevos
conceptos y herramientas matematicas: primeraulasidnes (Galileo), después el Calculo
Diferencial (Newton y Leibnitz).

En cualquier situacion podemos observar diversqmecdss medibles amagnitudes
(temperatura, tiempo, longitud, masa, etc.); algus& mantieneconstantes pero otras
tienen valoressariables. Entre las variables, las hay cuyos valores sdepandientes y
otras cuyos valores dependen de aquellsriables independientesy variables
dependientestambién llamadafinciones.

En un movimiento con velocidad constante, el tiermposcurre independiente a cualquier
otra magnitud y el espacio recorrido varia depemtbesolo del tiempo transcurrido.
Decimos entonces que, a velocidad constante, atiesps funcion del tiempas(t) = v - t.
Esta forma de pensar, hoy comun, pero alguien queoser el primero en analizar de esa
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forma los fendmenos naturales. Esa person&éaligeo Galilei (1564 — 1642).

La Ley de Caida de los Cuerpas

Segun se dice, desde la plataforma superior deori@ tde Pisa, Galileo dejo caer

simultdneamente dos esferas: una pesada de hjieri@ mas ligera, de madera. A pesar de
la gran diferencia de peso, ambas esferas caidasjynllegaban al suelo en el mismo

instante. Las velocidades de ambas aumentabanroenfmaian, pero siempre se mantenian
iguales entre si; es decir, en su caida se aceleid igual manera. Y ocurriria igual con

cuerpos mas ligeros (una hoja de arbol, por ejemploen esos casos no interviniese la
resistencia del aire.

Asi, Galileo supuso que la gravedad actla igualestanlos los cuerpos y enuncié la Ley de
Caida de los Cuerposen el vacio, los cuerpos caen con la misma acel@macDebia
comprobar esta suposicion con medidas experimenjaie dieran lugar a una ley precisa, a
una formula.

Pero Galileo no podia medir con suficiente preaigbtiempo y el espacio recorrido por un
cuerpo en caida libre, pues la caida se realizaasiado rapidamente. Por esta razon,
Galileo decidio "diluir la fuerza de gravedad" lemo que una esfera rodase por un plano
inclinado y repitié las mediciones en planos qudacaez tenian mayor pendiente, en unas
situaciones que asi eran cada vez mas parecidasaalh libre en vertical.

Leonardo da Vinci habia supuesto que la evidentdesrion de un cuerpo que cae se
producia de esta manefai el espacio recorrido en un tiempo t dado esef, sucesivos
intervalos de tiempo iguales a t el cuerpo recastos espacios: 1 — 2 — 3 — 4 -.Pero
Galileo descubri6é que la secuencia de espaciosrigu® en tiempos iguales era otra: 1 — 3

Ty (S MS5S- Firenze

Para comprobarlo, se le ocurrio colocar unas caitgsaa lo largo de la rampa, que sonarian
al paso de la esfera (en la foto, dispositivo erfMiliseo di Storia della Scienza” de
Florencia). Después movi6 la colocacion de las earap hasta conseguir que sonasen a
intervalos iguales de tiempo. Entonces, ya séltatgne medir las distancias entre cada dos
campanas consecutivas.

Pero Galileo no tenia un cronémetro con el que waaegjue los tiempos eran iguales.
Resolvid esa dificultad mediante un reloj de aguepgidra), en el cual se mide el tiempo
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por la cantidad de liquido que pasa a través depeqaefa abertura en el fondo de una gran
vasija. Con gran paciencia, pesaba el agua ciadgadmintervalo de tiempo y experimento
asi hasta obtener pesos iguales que correspondeieanpos iguales.

Midiendo las distancias recorridas durante es@s\vatos iguales de tiempo, comprobd que
seguian la sucesion de los nameros impares: 1 5 3 # - ... etc. Cuando el plano estaba
mas inclinado, las correspondientes distancias Bras largas, pero sus relaciones eran
siempre las mismas. Asi, concluyd Galileo, estallye regir también para el caso limite de
caida libre.

Entonces, las distancias totales recorridas ddsdemgenzo hasta cada periodo de tiempo
eran:;

S(1)=1 , s(2=1+3=4 , s(3)=1+8=9 , s(4)=1+3+5+7=16 ... etc.

(Como ya sabras, las sumas de impares consecuiv®sdan los numeros cuadrados
perfectos)

Hasta aqui, para mas comodidad, se ha supuestelgespacio recorrido en el primer
periodo de tiempo media 1. Si fuese otra distaficia los espacios recorridos en los
sucesivos periodos serian:

c, 3C, 5C , 7-C ..etc
Y las distancias totales: s(1)=C , s(&€ , s(3)=9-C , s(4)=16-C ...etc.

En general:s(t) = C - £

iEsta fue la primera funciénexpresada como tal en la Historia de la Ciencial!

Afos después, con la implantacion del Sistema bebDecimal, se diria que:
s(t)=4,9-% (s en metros y t en segundos)

Pero era sélo un primer paso para el propositoal#e@. Para llegar a demostrar la Ley de
Caida de los Cuerpos (que la aceleracion es la angara todos ellos) se necesitaba un
concepto desconocido hasta entonces: la derivaska s€ria el siguiente capitulo de esta
historia y otros serian sus protagonistas.

Necesidades matematicas en el s. XVII

Galileo queria demostrar que la aceleracién esisanen para todos los cuerpos en caida
libre. Pero para conseguir su proposito, pensemésd® lo que aun le faltaba:

Habia que comenzar por plantearse: ¢qué es laraméle? ... el ritmo de cambio de la
velocidad. Lo cual nos lleva a otra pregunta: sgpia velocidad? ... el ritmo de cambio de
la posicion del cuerpo (del espacio recorrido).

*Asi que,era necesario estudiar el ritmo de cambio de una fcion
(afios més tarde se le llamad&xivad).
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Vamos a hacer una primera aproximacion a ese estudi

José Maria Sorando Muzas

Para simplificar, supongamos que el cuerpo reaorrespacio de 1 m. en el primer segundo.

Entonces:
t (segundos) 2 3 4 5
s(t) = t? 4 9 16 25

Supongamos que queremos estudiar la velocidadten= 2 . Para ello comparemos la
situacién en ese momento con la de un momentorpsteada vez mas cercano:

t

5

)t
incremento de t
desde § =2 hasta t

5-2=3

)s
incremento de s
desde § = 2 hasta t

25-4=21

16 -4=12

s/t
velocidad media
desde § =2 hasta t

21/3=7

12/2=6

Como vemos, la velocidad media no es la misma skgamplitud del intervalo de tiempo
considerado. Asi que, como lo que nos interesa eglbcidad en

acercarnos mas:

§ = 2, vamos a

t 2,5 2,2 2,1
)t
incremento de t 25-2=05 2,22=0,2 2,+-2=0,1
desde § =2 hasta t
)s
incremento de s 2,5%2—-4=2725 23-4=0,84 2t-4=041
desde § = 2 hasta t
s/t
velocidad media 225/05=4,5 0,84/0,2=4,2 041/0,1=4,1
desde § = 2 hasta t
Resumiendo resultados:
t 5 4 3 2,5 2,2 2,1
s/t
velocidad media 7 6 5 45 4.2 4.1
desde § = 2 hasta t
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Vemos que al reducir el intervalo de tiempo conside, la velocidad media cada vez varia
menos: parece que se esta acercando a un numeijo K 4iltimo calculo se refiere a un
intervalo de tiempo muy breve: desdet2 hastat = 2,1 ... solo una décima de segundo.

Pero nosotros no queremos saber la velocidad rdedigcima en décima de segundo, jsino
al instante! (como en el velocimetro del coche,déola vemos cambiar continuamente). Y
¢cuanto es un instante?: diremos que)ut casi cero. Desde luego, en ese instats,
también sera casi cero.

Asi quetambién era necesario estudiar

* El cociente del incremento de una funcion entreléncremento de su variable
independiente
(en el ejemplo) s /) t). Se le llamdasa de variacion media

* El calculo con cantidades muy pequefias, que sondsi cero”
A esas cantidades se les llam@nitésimosy al calculo con ellogaso al limite

Como ves, en Matematicas, para resolver un problsumnge la necesidad de dominar
nuevos conceptos que estan “por debajo” de él. &#gurando esos “cimientos” se puede
construir luego un “edificio” de razonamientos dlegue hasta la solucion del problema
inicial. Galileo no pudo completar esta obra, pgeg marcado el camino a sus sucesores
(Newton y Leibnitz).

El paso al limite: antecedentes. El método exhausti.-

Ya en la Grecia Clasica se plantearon problemastenmian que ver con el manejo de
infinitas cantidades “infinitamente préximas” amimero.

Para poder calcular érea de un circulqg los Pitagoricos (s. V a.C.) consideraron a éste
como una suma de un numero infinito de triangutdmitamente estrechos, colocados
alrededor del circulo de tal manera que su altarapsoxima mas al radio cuanto mas se
reduce la base de dichos triangulos. Al observarlgaltura de cada triangulo pasaba a ser
el radio del circulo y que la suma de las basealadpa a la circunferencia, aplicaron como
férmula la siguientearea del circulo =%z - longitud circunferencia -adio

/.
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Un siglo después, Iascuela Eleética(de la ciudad de Elea) objetd: Si los tridangules s
estrechan infinitamente, en algiin momento dejaseddériangulos; entonces ya no son algo,
sino nada. ¢ Como una suma de nadas puede proldaér a

El mas famoso filésofo eleaticZendn, planted la célebré@aradoja de Aquiles y la
Tortuga, que con razonamientos parecidos negaba que pughéestir el movimiento. Mas
adelante la estudiaremos.

Como aun no se conocia el numBrArquimedes de Siracusg287 a 212 a C.) calculo la
longitud de la circunferencia asi: comenzé con #exagonos regulares, inscrito y
circunscrito en una circunferencia y calculé susinpetros. La circunferencia mide un
namero comprendido entre ellos. Después duplicdtehero de lados, obteniendo dos
dodecagonos. Ahora la circunferencia se acercareana los dos perimetros, estando entre
ambos. Y siguio asi, duplicando el numero de lddssa llegar a 96.

6 lodos 12 lados

De este modo consiguié aproximar mucho la longitied la circunferencia. Y aplico
métodos analogos para longitudes y areas con@irass.

A esta forma de razonar por aproximaciones suceside llamdnétodo exhaustivo

Este método volvia a ser utilizado en el s. XVilgagproximar numeros irracionales Por

ejemplo: 1
J2=1+ :
2+71
2+
2+...

Y para el famoso “nimero de oro®:

1+/5 1
- = :1+—
#2\/1+\/1+\/1+\/1+... 2 14 1

1+

1+...

Se cuenta qu&epler también utilizd6 el método exhaustivo para calc@brolumen de
toneles de vino (técnica llamada Doliometria), apnédndolo mediante cilindros y troncos
de conos. Y que lo hizo para resolver un problendatigo que se le habia sido planteado
organizando el banquete de la boda con su segspdaa ¢ cual es la forma de un tonel que
permite almacenar un mayor volumen, con la misrpar$igie (madera)?
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Aquiles v la tortuga.-

Mitologia griega Aquiles fue un héroe troyano invulnerable, selgiieyenda, debido a que
su madre, para hacerle invencible lo llevé a laitagEstigia, morada de Medusa, y lo
sumergio en sus aguas sujeto por el talén. Comalén fue lo Unico que no se mojo, éste
era su unico punto débil... el Talon de Aquiles.

Famoso por sus grandes cualidades fisicas, Adiuike®legido por Zendn de Elea como
protagonista de la famosBaradoja. Esta es una version adaptada para facilitar su
resolucidn intuitiva:

Aquiles, el atleta mas veloz, capaz de correr 108 th. en 10 segundos, no podra
alcanzar a una lenta tortuga, diez veces menosdegague él. Ambos disputan una
carrera, concediendo Aquiles una ventaja de 10@ fa.tortuga. Cuando Aquiles ha
cubierto esos 100 m., la tortuga se ha desplaz&dm.1Al cubrir Aquiles esos 10 m.,
la tortuga se ha desplazado 1 m. Mientras cubre ras&ro que le separa de la
tortuga, ésta ha recorrido 0'1 m. Y asi indefinicaute.

Asi, Aquiles debe cubrir infinitos trayectos pateasazar a la tortuga. Por lo tanto,
Aquiles debera cubrir una distancia infinita, pata cual necesitara un tiempo
infinito. De tal manera que el desgraciado Aquitesica alcanzara a la tortuga.

Es evidente que esta paradoja, bajo una aparidadiazonamiento correcto, esconde algun
fallo... todos sabemos que Aquiles debe alcanZartartuga. Pero se tardd 24 siglos en
desvelar por completo, gracias a la Teoria de ksnitudl era el fallo: la suposicién de que
infinitos trayectos deben sumar una distancia itafig necesitan un tiempo infinito no es

correcta.

La Paradoja de Zendn ha trascendido lo matematca ger una cita cultural universal,
también en Literatura:

“Por fin, segun el cable, la semana pasada la Tgatliegd a la meta. En
rueda de prensa declar6 modestamente que siemmié fgerder, pues su
contrincante le piso todo el tiempo los talones.
En efecto, una diezmilmillonésima de segundo desmaéno una flecha y
maldiciendo a Zenon de Elea, llegdé Aquiles”.

La Tortuga y Aquiles Augusto Monterroso

O incluso en el Cine, en una escena de la peliéllagenio del amar Enlace:
http://www.youtube.com/watch?v=0vqqjIRf NQ

Un ejemplo aclarador Si todavia te cuesta admitir que la suma de ifnitimeros puede
ser un numero finito, piensa en una hoja de pdpelLé quitamos la mitad (1/2). A su vez, a
la mitad restante le quitamos su mitad (1/4). Akér que queda (1/4), también le quitamos
su mitad (1/8). Y asi sucesivamente, de forma indksf. Como siempre queda algo de
papel, siempre se puede continuar cortando.
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Piensa ahora en la suma de los infinitos

¢,Cual es su suma?

trozos de papel que vamos quitando:

1/2 ,1/4, 18, 1/16 , 1/32 ...

iEvidentemente, toda la hoja; es decir 1!

1/2+1/4+1/8+1/16+1/32...=1

Solucién de la Paradoja de Zenén:

Posicion de Aquiles Posicion de la tortuga Ventajade  Tiempo empleado
(m.) (m.) la tortuga (seq.)
(m.)
Salida 0 100 100 0
1% etapa | 100 100 + 10 =110 10 10
22 etapa | 100 + 10 = 110 100 +10+1 =111 1 10+1=11
32 etapa | 100 + 10 + 1 =111 100+10+1+0,1=111,1 0,1 10+1+0,1=11,1
4% etapa [100+10+1+0,1=111,1100+10+1+0,1+0,01=111,11 0,01 10+1+0,1+0,01=11,1
Limites 1111 1111 0 111

En consecuencia: Aquiles alcanza a la tortuga d1dsl m. de carrera y emplea en ello
11,1 segq.

El Calculo Diferencial e Integral

Sobre este panorama de intuiciones, ensayos Yy idades, Newton, Leibnitz y sus
sucesores desarrollaron los conceptos de limiferedicial y derivada. Abordaron los
problemas de maximos y minimos; el calculo de tmé¢ate a una curva en un punto; el
desarrollo en serie polinbmica de una funcion auielq; el estudio de las propiedades
locales de una funcion; el problema de la cuadaaducalculo del area bajo una curva; etc.
En particular, se consiguié demostrar la Ley del€de los Cuerpos formulada por Galileo.

Con esas poderosas herramientas ya era posiblabdlegccontrolar los cambios en los

fendbmenos naturales.

Esto permiti6 un desarrollpeasacular

de

las Ciencias

Experimentales (s. XVII y XVIII). Luego (s. XIX y X), la instrumentalizacion de esas
leyes naturales dio lugar a un fantastico despeguia Tecnologia, cuya consecuencia ha
sido una radical transformacién de la realidad cl@saa ello, cualquiera de nosotros dispone
de un mayor confort que, por poner un ejemplo extreLuis XIV, el monarca mas
poderoso del mundo en tiempos de Newton y Leibnitz.
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El Calculo Diferencial e Integral es una gran ofpsg contd con esos dos autores. Ambos
con grandes mentes que destacaron en varios d@minio

A Newton le debemos, entre otras cosas, la formel potencia de un binomio, la Teoria
de la Luz o la Teoria de la Gravitacion Univer®alr su parte, Leibnitz fue ademas un gran
filésofo, fue precursor del sistema de numeracidaria, ingeniero de la primera maquina
calculadora capaz de multiplicar e ideador del esgude la que llamé Maquina Universal,
lo que seria siglos después el ordenador.

Pero ambos genios disputaron de forma agria pautaria del Célculo Diferencia e
Integral. La Historia ha dejado claro luego que asnlas crearon independientemente y que
no hubo plagio. La notacion (simbolos) que hoy wsason los ideados por Leibnitz.

En clase conoceréis o repasaréis limites, deriyadi@grales y sus aplicaciones. Recordad
entonces estos apuntes historicos que hoy hemagidon sabiendo cuantas personas a lo
largo de tantos siglos hicieron posible que ah@rdlegue a vosotros. Con razon podréis
sentiros unos ricos herederos. Tal vez algunosodetros en un futuro proximo hagais

crecer esa herencia. No a todos el talento nosmaifo llegar a tanto, pero si que para
todos es valido este consejo de un gran profesoatgmatico, Pedro Puig Adam (1900 —

1960), con el que hoy terminamos:

“Sed un poco aprendices de todo para vuestro bjeal gnenos, maestros de algo para bien

de los demas”.

Zaragoza, 3 de junio de 2011
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