INVARIANTES Y JUEGOS
Muchas veces problemas que, aparentemente son complicados, se resuelven con ideas que no requieren grandes conocimientos matemáticos. En estos casos, casi podríamos decir, con muchos matices, que un exceso de conocimientos matemáticos es perjudicial de cara a la resolución de dichos problemas porque es muy normal que el matemático experto, acostumbrado a resolver cuestiones con un alto grado de dificultad, obvia razonamientos simples a la hora de plantear cualquier problema que se le presenta.

En esta sesión se propondrán unos cuantos problemas y los resolveremos mediante técnicas en los que los conocimientos matemáticos necesarios son mínimos y, por supuesto, al alcance de cualquier persona.

a) Invariantes

 
Hay algunos problemas en los que es necesario repetir un mismo proceso infinitas veces. Es muy posible que, a lo largo de todas estas repeticiones, alguna magnitud permanezca invariante. Este hecho puede ser fundamental a la hora de resolver algunos problemas interesantes. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1: Tres ranas están jugando a saltar unas por encima de las otras. Cada rana puede saltar sobre cualquier otra yendo a parar al otro lado a igual distancia de ella que antes. Inicialmente las tres ranas ocupan los tres vértices de un cuadrado. La pregunta es la siguiente: ¿Es posible que, durante el juego, una de ellas aparezca en el cuarto vértice?

Solución: Supongamos que una rana está situada en el vértice 
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Así que el punto de destino es 
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 ¿Qué tienen en común el punto de partida de la rana A con el punto de llegada C? Con un poco de imaginación observamos que por más saltos que haga la rana, lo que está claro es que se mantienen la paridad de las coordenadas iniciales; es decir: si la rana parte de un punto con las dos coordenadas pares, todos sus saltos llegarán a puntos con sus dos coordenadas pares, y si son impares a dos impares y si son la primera par y la segunda impar, todos sus saltos llevarán a puntos donde la primera será par y la segunda impar. 

Volvamos ahora a nuestro problema: Supongamos las ranas situadas en los puntos 
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, ¿llegará a ocupar alguna vez una rana la posición 
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?. La respuesta es no pues la primera rana siempre ocupará posiciones con las dos coordenadas pares pues 0 y 0 son pares; la segunda tampoco pues siempre saltará a posiciones cuya primera coordenada es impar y la segunda es par y la tercera tampoco pues las posiciones ocupadas en sus diferentes saltos tendrán como coordenadas una par y otra impar.
Hay muchos problemas a cuya resolución se llega mediante procedimientos similares al explicado anteriormente. A continuación se presentan unos pocos:

Ejemplo 2: En una isla vivían 20 camaleones azules, 19 rojos y 18 amarillos. Siempre que se encontraban dos de ellos de diferente color frente a frente cambiaban de color al tercer color; es decir: si se encuentran un camaleón rojo con un azul, automáticamente se convierten en dos camaleones amarillos. Los cambios de color solo se producían en la circunstancia descrita anteriormente. ¿Es posible que, en un momento determinado, todos los camaleones de la isla tuvieran el mismo color?

Ejemplo 3: Partiendo de la figura de la tabla siguiente:


[image: image8]
pueden hacerse las siguientes transformaciones:

1.- Cambiar los signos de una fila

2.- Cambiar los signos de una columna

3.- Cambiar los signos de una paralela a una diagonal


Demostrar que siempre quedará algún -1 en la tabla
Ejemplo 4: En los seis vértices de un hexágono regular escribimos, en sentido horario, los números 1, 0, 1, 0, 0, 0. Se puede aumentar en una unidad dos vértices consecutivos tantas veces como queramos. ¿Es posible llegar a una situación en la que todos los vértices tengan el mismo número?
b) Coloreando
En alguna de las sesiones anteriores de este taller ya se resolvió algún problema con esta técnica. ¿Es posible formar un rectángulo con los cinco tetraminos que existen? Ahora insistiremos con algún problema más.
Ejemplo 5: Consideremos una cuadrícula n x n de la que suprimimos el cuadrado superior izquierdo y el inferior derecho. ¿Es posible cubrir la figura así resultante con dominós 2x1?

Solución: Coloreamos la cuadrícula como un tablero de ajedrez, comenzando, por ejemplo, con el color negro en la casilla superior izquierda. Inicialmente, antes de eliminar las casillas sabemos que si n es par el número de casillas negras es igual al de casillas blancas y si n es impar hay una más negra que blanca. También observamos que las dos casillas eliminadas tendrán el color negro, por lo que una vez eliminadas habrá dos o una casilla blanca más que negra. En cualquiera de los dos casos el número de casillas blancas nunca coincidirá con el número de casillas blancas. Ahora bien, cada dominó está formado por una casilla blanca y otra negra y solamente se podrá recubrir con dominós aquellas cuadrículas que contengan el mismo número de casillas blancas que negras. Por tanto, en nuestro caso, será imposible recubrir la figura.
Ejemplo 6: Una habitación rectangular se cubre con placas 2x2 y 4x1. Una vez cubierta la habitación, se rompe una de las placas con tan mala suerte que no nos quedan placas de ese tipo, aunque sí que tenemos todas las placas que queramos del otro tipo. ¿Es posible reconstruir el pavimento y volver a embaldosar la habitación?

c) Juegos
Hay muchos juegos cuyas estrategias ganadoras se basan en ideas muy simples, como las vistas hasta ahora o semejantes. Veamos algunos juegos sencillos.

Ejemplo 7: Dos jugadores juegan del siguiente modo: En una mesa rectangular cada uno, por turno, coloca una moneda de 2 €. Pierde aquel jugador que no puede colocar la moneda. Buscamos una estrategia ganadora para alguno de los dos jugadores.

Solución: Una estrategia ganadora para el primero es ocupar, con la primera moneda el centro de la mesa y, posteriormente, colocar su moneda en el punto simétrico, respecto del centro, al que ha colocado su moneda el otro jugador. Siempre que el segundo jugador tenga sitio para colocar la moneda, el simétrico respecto del centro estará vacío y él primero podrá ocupar esa posición.

Ejemplo 8: Dos jugadores juegan sobre una banda de n casillas dispuestas en fila y cada uno de ellos puede, o bien tachar una casilla o dos contiguas. Pierde el jugador que no puede tachar casilla. ¿Qué estrategia ganadora hay y para qué jugador?

Ejemplo 9: Tenemos dos cajas de bombones, una con 21 bombones y otra con 20. Se pueden efectuar cualquiera de las dos operaciones siguientes:

a) Comer dos bombones de cualquiera de las dos cajas.

b) Pasar un bombón de la segunda caja a la primera.

Dos jugadores juegan haciendo cualquiera de estas operaciones uno tras otro y pierde aquel jugador que no puede efectuar jugada. ¿Qué jugador pierde?

Ejemplo 10: Hay una ficha en la casilla superior izquierda de una cuadrícula n x n. Dos jugadores juegan alternativamente moviendo la ficha a una casilla que tenga un lado común con la casilla donde está, en ese momento, situada la ficha. No se puede ocupar una casilla que ya ha estado ocupada anteriormente por la ficha. Pierde el jugador que no puede hacer movimiento. Analiza el juego y diseña estrategias ganadoras. 

Nota: debes distinguir los casos de n par y n impar.
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